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1．教学理念

  从我国的社会主义教育的任务和教育方针出发。为我树立正确的教育价值观指明了方向：（1）要完成科学知识的讲授和社会经验的传递，发展学生智育。（2）要发展学生的智能，使学生形成能力，掌握个人生存和为社会服务的本领。（3）要重视学生操作能力、动手能力、实践能力的培养，在理论和实践结合上掌握知识，学习技术，习得方法。（4）课堂中要适当对学生进行思想教育，逐步使学生树立正确的世界观、科学的人生观、形成良好道德品质、行为习惯，树立与市场经济相适应的思想和品格。上述四个方面的要求作为自己行为的教学的选取目标和原则
学生通过学习，掌握数值计算方法的基本理论与方法，学会通过一种计算机语言编程解决计算问题。
通过教师的教学，学生要获得的具体的进步和发展，学生的进步和发展是衡量课堂教学有效性的唯一尺度。每堂课上完，教师应该布置作业，以检查教学的有效性。
教师应该首先选取适当的教材，结合我们学校学生实际情况，又和其它高校的教材有所区别。我认为，对我们学校的学生，其学习重点不是理论的论证和推导，而是公式的应用和实践，应选取则重点方法讲解和例题演算的教材。选择好了教材后，教学中相关内容的讲解还要取舍，还要参考别的教材，教学中突出层次性和实践性。
  在课程内容的安排上，最基本的理论和算法是讲授的重点，比较难或很抽象的方法让学生作为了解知识学习，只要学生能掌握该课程的基本理论和常用算法就达到了目的。例如：第7章数值积分和数值微分中，插值求积公式、龙贝格积分方法和高斯积分法。
  课程实施主要采用讲授法、引导法、提问法、对比法、归纳法、演示法、练习法以及案例分析法等多种教学方法，同时结合教师自身的研究，以基于研究的学习亦作为教学方法的重要方面，充分调动学生的学习热情，使学生通过积极的思维、操作、演练，主动地获取知识，确保学生学有所得。在上课形式上，运用多媒体教学手段，方便对新近前沿研究领域、成果的介绍，以实现良好的教学效果。

2．课程描述
2.1课程的性质及在学科专业结构中的地位和作用 
   数值计算方法是数学科学与计算机技术结合的一门应用性很强的学科，它是计算数学的一个重要分支，本课程重点介绍计算机上常用的基本计算方法的原理和使用；同时对计算方法作适当的分析。数值计算方法是信息与计算科学专业和应用数学专业学生的一门专业选修课。
当今在科学技术领域应用计算机计算已经成为与理论、试验并列的重要研究手段。本课程目的是让学生熟练掌握Matlab语言，大型数学问题能用m文件编程并上机计算。
2.2课程的前沿及发展趋势

     数值计算方法是目前大学本科信息与计算科学专业的一门主要专业基础课程。早在50年代末到60年代初由于数字电子计算机的应用在我国开始起步，国内一些综合性大学相继创办了计算数学专业，开设了计算方法、程序设计等专业课程。当时使用的教材“计算方法”借用前苏联的教材或自编教材。1977年在上海召开的教材会议上，决定把计算数学专业的基础课计算方法分解为三部分：数值逼近、数值代数和微分方程数值解进行讲授。计算数学专业后又两次更名，1987年第一次更名为计算数学及其应用软件专业，数值计算方法课程还是分为三门课程来开设。1998年教育部进一步将计算数学及其应用软件专业更名为现在的信息与计算科学专业，计算方法课程在原三门的基础上更名为数值计算方法（内容包含数值逼近、数值代数以及常微分方程数值解）和偏微分方程数值解。目前国内大多数高校均开办了信息与计算科学专业
2.4 学习本课程的必要性

数值计算方法是数学与工程技术应用不可或缺的“接口”。“数值计算方法”是计算数学的一个主要部分。伴随着计算机技术的飞速发展和计算数学方法与理论的日益成熟，科学计算已成为第三种科学研究的方法和手段。数值计算方法是研究怎样利用计算工具来求出数学问题的数值解，并对算法的收敛性、稳定性和误差进行分析、计算的全过程。数值计算方法的计算对象是微积分，线性代数，常微分方程中的数学问题。本课程只介绍科学与工程计算中最常用的基本数值方法，包括插值与逼近及最小二乘拟合、数值积分与数值微分、矩阵的特征值与特征向量求解、线性方程组与非线性方程求根、以及常微分方程数值解法等。现代科学发展依赖于理论研究、科学实验与科学计算三种主要手段，它们相辅相成，可以互相补充又都不可缺少。由于计算机技术的发展及其在各技术科学领域的应用推广与深化，新的计算性学科分支纷纷兴起，如计算力学、计算物理、计算化学、计算经济学等等，不论其背景与含义如何，要用计算机进行科学计算都必须建立相应的数学模型，并研究其适合于计算机编程的计算方法。本课程既有数学类课程中理论上的抽象性和严谨性，又有实用性和实验性的技术特征，其理论性和实践性都较强。 
3．教师简介

  任课教师：李云东 职称：讲师 学历：在读博士

  教育背景： 1999-2003， 四川师范大学  数学与应用数学专业 理学学士

             2003-2006 ，西南交通大学  应用数学专业  理学硕士

             2010- 目前 ，西南交通大学 流体力学专业  在读博士
4. 先修课程

学习本课程的基础是高等数学 、高等代数、Matlab语言程序设计、微分方程、计算机基本操作、高级程序设计语言等
5 课程目标

科学计算技术是计算机应用的一个重要方面，数值分析主要介绍在计算机上求解数值问题的计算方法的建立、理论及应用。通过教学使学生具备数值分析的基础知识与技能，为以后进一步从事科学计算方面的学习、研究和应用打下基础。要求学生牢固掌握基本概念、基本理论和方法建立的原理、掌握科学与工程计算中常用计算方法的构造及误差分析，讨论方、稳定性、复杂性等，并将算法设计与计算机的实现紧密相结合，提高在计算机上角题的技巧与能力。
课堂教学并辅助以上机实验。  
6课程内容

第一章 绪论（误差）

教学要点:了解数值分析的背景、对象与特点。理解误差的来源与分类、有效数字、误差估计、算法的数值稳定性与病态算法。熟练掌握与误差相关的概念以及避免误差危害的若干原则。

1、 充分理解误差的来源与分类。

2、 明确误差（限）、相对误差（限）、有效数字的概念，并能运用这些概念做误差的简单分析。

3、 熟练地运用运算的误差分析方法，理解误差在运算中的传播。

4、 明确避免误差危害的若干原则。

教学时数：4学时

教学内容：

第1节 数值分析研究的对象和特点

第2节 数值计算的误差

1. 误差的来源与分类

2． 误差与有效数字

3． 数值运算的误差估计

第3节 误差的定性分析与避免误差的危害

1. 病态问题与条件数

2. 算法的数值稳定性

3. 避免误差危害的若干原则

考核要求:

1.数值分析研究的对象和特点(识记)

2.误差的一些基本概念

2.1误差的来源与分类(识记)

2.2误差与有效数字(识记)

2.3数值运算的误差估计(领会并应用)

3.误差的定性分析与避免误差的危害。

3.1.病态问题与条件数;( 领会)

3.2.算法的数值稳定性;( 领会)

3.3 避免误差危害的若干原则。(领会)
第二章  插值法
教学要点: 了解插值法的背景及其应用，掌握用拉格朗日插值公式、牛顿插值公式进行插值的方法。明确理解等距节点插值、埃尔米特插值和分段低次插值、插值余项、误差估计。理解样条插值。.

1．明确掌握并能熟练运用拉格朗日、牛顿插值公式插值的方法。

2．明确等距节点插值、埃尔米特插值和分段低次插值、插值余项、误差估计方法。

3． 理解样条插值。

教学时数：8学时

教学内容：
第1节 引言

第2节 拉格朗日插值

1． 线性插值与抛物插值 

2． 拉格朗日插值多项式   

3． 插值余项、误差估计

第3节 均差与牛顿插值公式

1． 均差及其性质

2． 牛顿插值公式

第4节 差分与等距节点插值公式

1． 差分及其性质

2． 等距节点插值公式

第5节 埃尔米特插值

第6节 分段低次插值

1． 高次插值的病态性质

2． 分段线性插值

3． 分段三次埃尔米特插值

第7节 样条插值

考核要求:

1． 插值函数、插值多项式、分段插值（识记）

2拉格朗日插值

2． 1插值与抛物插值 （领会与应用）

2．2拉格朗日插值多项式 （领会与应用）  

2．3插值余项、误差估计（理解）

3． 差与牛顿插值公式

3．1差分及其性质 （领会）

3．2牛顿插值公式（领会与应用）

4． 差分与等距节点插值公式

4．1差分及其性质（领会）

4．2等距节点插值公式（领会与应用）

5． 埃尔米特插值（领会）

6． 分段低次插值

6．1插值的病态性质（识记）

6．2分段线性插值（领会与应用）

6．3分段三次埃尔米特插值（领会）

7．样条插值（了解）

第三章曲线拟合的最小二乘法
教学要点:掌握曲线拟合的最小二乘法。
教学时数：4学时

教学内容：

第1节 函数逼近的基本概念

1． 函数逼近

2． 范数及其性质

第2节 曲线拟合的最小二乘法

考核要求:

1范数及其性质（识记）

2．曲线拟合的最小二乘法（领会与应用）

第四章  数值积分与数值微分
教学要点:理解数值求积的基本思想、代数精度的概念、插值型的求积公式、龙贝格算法和用高斯公式进行数值积分。理解数值积分法以及几种低阶求积公式的余项使用。掌握牛顿—柯特斯公式、几种低阶求积公式（二阶、三阶）、复化求积法。理解数值微分方法。

1． 理解数值求积的基本思想、代数精度的概念、插值型的求积公式。

2． 明确掌握并能熟练运用牛顿—柯特斯公式。

3． 掌握并能运用复化求积公式，理解龙贝格求积公式。

4． 理解高斯求积公式。

5． 理解数值微分方法。

教学时数8学时

教学内容：

第一节  引言

1． 数值求积的基本思想

2． 代数精确度的概念

3． 插值型的求积公式

 第二节 牛顿—柯特斯公式

1． 柯特斯系数

2． 偶数阶求积公式的代数精度

3． 几种低阶求积公式的余项

第三节  复化求积公式

1． 复化梯形公式

2． 复化抛物形求积公式

第3节 龙贝格求积公式

第4节 高斯求积公式

第5节 数值微分

1． 中点方法和误差分析

2． 插值型的求导公式

3． 利用数值积分求导

考核要求:

1．引言

1．1代数精确度的概念（识记）

1．2插值型的求积公式（理解）

2． 牛顿—柯特斯公式

2．1柯特斯系数（领会并应用）

2．2偶数阶求积公式的代数精度（理解）

2．3几种低阶求积公式的余项（识记）

3． 复化求积公式

3．1复化梯形公式（领会与应用）

3．2复化抛物形求积公式（领会与应用）

4．龙贝格求积公式（理解）

5．高斯求积公式（理解）

6．数值微分

6．1中点方法和误差分析（领会）

6．2插值型的求导公式（领会）

第五章  解线性方程组的直接方法

教学要点:掌握高斯主元消去法以及三角分解法。了解矩阵范数、误差分析。理解向量范数和平方根法。掌握高斯（主元）消去法以及三角分解法。

1． 明确LU三角分解法。

2． 理解向量范数、矩阵范数及其性质。

3． 了解解线性方程组的误差分析。

教学时数：8学时

教学内容：

第1节 引言与预备知识

1． 向量和矩阵

2． 特殊矩阵

第2节 高斯消去法

1.高斯消去法

2.矩阵的三角分解

第3节 高斯主元消去法

1.列主元消去法

2.高斯—约当消去法

第4节 矩阵三角分解法

1.直接三角分解

2.平方根法

第5节 向量和矩阵范数

第6节 误差分析

考核要求:

1．引言与预备知识

1．1向量和矩阵（领会）

1．2特殊矩阵（领会）

2．高斯消去法

2．1 高斯消去法（领会）

2．2矩阵的三角分解（领会）

3. 高斯主元消去法

3．1列主元高斯消去法（应用）

3．2高斯—约当消去法（理解）

4．矩阵三角分解法

4.1直接三角分解（掌握）

4.2平方根法（领会）

5．向量和矩阵范数（领会）

6．误差分析（了解）

第六章  解线性方程组的迭代法

教学要点: 掌握基本的迭代法、了解迭代法的收敛性。

1． 掌握基本的迭代法（雅可比，高斯—塞德尔）。

2．了解迭代法的收敛性。

教学时数：4学时

教学内容：

第一节 引言

第二节 基本迭代法

2．1雅可比迭代法

      2．2高斯—塞德尔迭代法

第三节 迭代法的收敛

考核要求:

1． 基本迭代法

2．1雅可比迭代法（领会并应用）

      2．2高斯—塞德尔迭代法（领会并应用）

2．迭代法的收敛（了解）

第七章 非线性方程求解

教学要点: 理解迭代法的基本思想、迭代过程的收敛性、迭代过程的收敛速度、解非线性方程组的牛顿迭代法。理解迭代过程的加速原理、抛物线法。掌握二分法、牛顿法、弦截法。

1． 理解迭代法的基本思想。

2． 理解迭代过程的收敛性和加速原理。

3．掌握二分法、牛顿法、弦截法及其应用。

4．理解解非线性方程组的牛顿法。

教学时数：8学时

教学内容：

第1节 方程求根与二分法

1． 引言

2． 二分法

第2节 迭代法及其收敛性

1． 不动点迭代法

2． 不动点的存在性与收敛性

3． 局部收敛性与收敛阶

第3节 迭代收敛的加速方法

1． 埃特金加速收敛方法

2． 斯蒂芬森迭代法

第4节 牛顿法

1． 牛顿法及其收敛性

2． 牛顿法应用举例

3． 简化牛顿法与牛顿下山法

4． 重根情形

第5节 弦截法与抛物线法
1． 弦截法

2． 抛物线法
第六节 解非线性方程组的牛顿迭代法。

考核要求:

1．方程求根与二分法

1．1二分法（领会）

2．迭代法及其收敛性

2．1不动点迭代法（理解）

2．2不动点的存在性与收敛性（领会）

3． 迭代收敛的加速方法

4． 埃特金加速收敛方法（领会）

5． 斯蒂芬森迭代法（了解）

4． 牛顿法

4．1牛顿法及其收敛性（领会与应用）

4．2牛顿法应用举例（领会）

4．3简化牛顿法与牛顿下山法（领会）

5． 弦截法与抛物线法
5．1弦截法（领会与应用）

5．2抛物线法（了解）

第六节 解非线性方程组的牛顿迭代法（了解）

7.课程教学实施
	章节名称
	第一章 数值分析的若干基本概念
1.1  序言及数值计算基本思想

1.2  误差的基本原理

	第 1 周 第 1 次课
	讲授
	2学时

	教学目的及要求
	理解什么是数值分析，科学计算的重要性。科学计算的过去和将来。数值分析的学科特点。构造数值算法的基本思想。学习计算方法需要注意的地方。了解误差的来源的几个方面。理解并运用误差的概念，掌握有效数字的定义及相对误差的定义。相对误差和有效数字之间的关系。误差的传播

	教学内容提要
	备注

	（1） 什么是数值分析

（2） 科学计算的重要性

（3） 科学计算的过去和将来

（4） 本课程要讲授的主要内容

（5） 数值分析的学科特点

（6） 构造算法的基本思想

近似替代；

离散化；

递推化。

（7） 学习“计算方法”需要注意的几点

（8） 误差的来源：模型误差；观测误差；截断误差；舍如误差。

（9） 误差的定义。

（10） 有效数字的概念及练习

（11） 相对误差；相对误差和有效数字之间的关系。定理1.1和1.2，以及他们的应用

算术运算的误差一及二，函数的误差估计，多员函数的误差估计。积和商的相对误差估计。和与差相对误差估计一、二、三。多元函数误差估计公式的应用及一元函数误差估计公式的应
	

	教学重点与难点
	 有效数字的计算，相对误差计算

	讨论、练习、作业
	P21，3,4


	章节名称
	 1.3误差定性分析与避免误差危害
1.4向量范数与矩阵范数

	第 1周 第 2次课
	讲授
	2学时

	教学目的及要求
	了解数值计算应注意的几个基本原则。
掌握向量、矩阵范数的定义及计算

	教学内容提要
	备注

	1、 病态问题与条件数
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二、数值计算中应注意的几个原则：

1. 关于数值稳定性的算法

2. 注意避免两个相近数的相减。

3. 简化计算步骤,减少运算次数。

4. 避免除数的绝对值远小于被除数的绝对值

5.防止大数吃掉小数。

三、（1）向量范数定义：对任一向量X，按一定规则确定一个实数与其相对应，该实数记为||X||，若||X||满足下面三个性质：
（1）||X||(0，||X||=0当且仅当X=0。

（2）对任意实数( ，|| ( X||=| ( | ||X||。

（3）对任意向量Y(Rn，||X+Y||(||X||+||Y||。

则称该实数||X||为向量X的范数

常用向量范数和范数的等价性

（2）矩阵范数的定义及诱导的矩阵范数
	

	教学重点与难点
	数值的稳定性；求解矩阵范数

	讨论、练习、作业
	P21,7,10

	


	章节名称
	第2章 非线性方程的求根
2.1 方程求根及二分法 

	第 2周第1次课
	讲授
	2学时

	教学目的及要求
	了解方程的求根区间，掌握二分法，

	教学内容提要
	备注

	一、方程求根
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非线性方程的分两类
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[image: image10]
求根问题的三个方面：存在性，分布，精确化。
二、二分法
二分法简述
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[image: image17]
二分法优、缺点； 用途。
	

	教学重点与难点
	掌握二分法（根的搜索）

	讨论、练习、作业
	P45，1

	
	


	章节名称
	2.2迭代法及收敛性    

	第 2周第 2 次课
	讲授
	2学时

	教学目的及要求
	掌握一般迭代法的构造和收敛性条件

	教学内容提要
	备注

	一、 不动点迭代
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二、不动点的存在性与迭代法的收敛性
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三、局部收敛性与收敛阶
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	教学重点与难点
	迭代法的收敛性判别

	讨论、练习、作业
	P46，7


	章节名称
	2.3 迭代收敛的加速方法
                2.4 牛顿迭代法 （1）

	第 3 周第 1 次课
	讲授
	2学时

	教学目的及要求
	掌握斯蒂芬森及埃特金加速迭代法构造

掌握牛顿迭代法的构造及收敛特点

	教学内容提要
	备注

	一 、
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[image: image54]
说明: (2.2)不收敛,(3.3)可能收敛; (2.2)线性收敛,(3.3)平方收敛
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二、 埃特金加速收敛法 
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§6  解非线性方程组的迭代法
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	教学重点与难点
	重点：牛顿下山法和割线法 
难点：非线性方程组的计算
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	3.1 引言

一般b≠0, 当系数矩阵A非奇异(即detA≠0)
  时，方程组（3.1）有惟一解。 
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简记为 Ax=b，其中 
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线性方程组的数值解法一般有两类：
1. 直接法：就是经过有限步算术运算，可求得方程组精确解的方法（若计算过程中没有舍入误差），如克莱姆法则就是一种直接法，直接法中具有代表性的算法是高斯(Gauss)消去法。
2. 迭代法:  就是用某种极限过程去逐步逼近线性方程组的精确解的方法。也就是从解的某个近似值出发，通过构造一个无穷序列去逼近精确解的方法。(一般有限步内得不到精确解)
3.2 高斯消元法
设有线性方程组：AX=b
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例1（略）
一般地,顺序高斯消去法:
（1）消元过程
第一步：若
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其中
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第二步：若
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乘第k行加到第i行中，得到
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其中
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第n-1步： … …
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（2）回代过程
若
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说明:  若线性方程组的系数矩阵非奇异，则它总可以通过带行交换的高斯消去法进行求解
定理5 (1) 
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(2)系数矩阵非奇异，总可以通过带行交换的高斯消去  
   法进行求解.
列主元高斯消去法的必要性,简例:
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算法.  
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乘除法运算工作量
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消元过程乘除法次数
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回代过程乘除法次数
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总的乘除法运算次数
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非零判断次数最多为：
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行交换的元素个数为: 
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二、矩阵的三角分解
下面建立高斯消去法与矩阵的因式分解的关系.
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三、高斯主元素消去法
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例3’采用3位十进制，用消元法求解 


[image: image201.wmf]5

1.00101.001.00

          1.001.002.00

xy

xy

-

ì

´+=

í

+=

î


解法1：
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解法2：
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全主元消去法;列主元消去法。
一、列主元消去法
设有线性方程组：AX=b
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第一步:先在A的第一列选取绝对值最大的元素作主元素，
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然后交换第1行和第i1行(当i1≠1时),再进行第1次消元.
……
第k步选主元素,
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然后交换第k行和第ik行(当ik≠k时),再进行第k次消元
… …
第n-1步
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回代求解
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算法(列主元消去法).  
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下面用矩阵描述列主元消去法
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说明:  L, U, Ip的存贮.
	

	教学重点与难点
	重点：高斯消元法，矩阵三角分解
难点：高斯主元素消元法

	讨论、练习、作业
	P87,1 


	章节名称
	3.3 常用的直接三角分解方法

	第4周第 2 次课
	讲授
	2学时

	教学目的及要求
	掌握Lu分解法 求解线性方程组 
了解改进的平方根法  

	教学内容提要
	备注

	若线性方程组Ax = b的系数矩阵
A完成三角分解，A = LU，那么解方程组Ax = b等价于求解两个三角形方程组Ly = b，Ux = y，即由
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可解得：
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容易看出，式（3-14）与式（3-13）的运算规律相同， 或者由：
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          可知，若将b作A的最后一列处理，在将A化为上三
角阵的同时，也将b化作了y，故在利用三角分解求解方程组Ax = b时，只需将右端向量b列在表3-1的最后一列，按uij的计算方法即可求出yk（或在式（3-13）中求uij时，增加一列，j算到n+1）下表3-3是求解线性方程Ax = b的紧凑格式，其计算顺序与计算方法与三角分解相同。
按表3-3计算后，再按式（3-15）即可求出方程组的解。
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解 ：按表3-3计算
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三角分解法的几点说明

1、用三角分解法求线性方程的乘除法运算量也是n3/3 数量级。由于在求出uij, lij和yi后，aij和bi无需保留，故上机计算时，可把L，U和y存在A，b所占的单元， 回代时x取代y，整个计算过程中不需要增加新的存 贮单元。
   2、从三角分解法的推导及例中可以看出，系数矩阵的 三 角分解与右端项无关。因 而在计算多个系数矩阵  为A而右端不同的线性方程组系时，用三角分解法更 为 简便（如可用于求逆矩阵）。
3、完成A=LU分解后可以较容易地求出行列式|A|的值： 
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4、三角分解法一般也可采用选主元的技术，以使算法更具数值稳定性。
5、也可以把矩阵A分解成一个下三角矩阵与一个单位上三 角矩阵的乘积，矩阵的 这种分解称为克劳特（Crout  ）     分解
6、分解法的优点除上述2、3外，还有
a可求解A2z = b,因为算A2计算量大，可用
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可根据A的形状设计算法，当A为大型稀疏，且非零元素有规律如带状，三对角等，作分解时能充分利用A的特点，L，U能保持A的原状，即L与A的下三角相同，U与A的上三角形状相同

工程实际问题的计算中，线性方程组的系数矩阵常常具有对称正定性，即其各阶顺序主子式及全部特征值均大于零。矩阵的这一特性使它的三角分解也有更简单的形式，从而导出一些特殊的解法。
对称正定矩阵概念：
若A为对称正定矩阵，则：
1. A的所有顺序主子矩阵Ak(k=1,2,…,n)也是对称正定阵
2. A是非奇异阵，且A(1也是对称正定阵；
3、 A的对角线元素aii>0(i = 1,2,…,n)； 
4. A的所有特征值>0；
5. A的所有顺序主子式均为正数，
即det(Ak)>0, k = 1,2,…,n) 。
若A是对称正定矩阵，则存在唯一的单位下三角矩阵L和对角阵
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证明：  首先A可直接作LU分解，记为A = LU1    ，
其中：
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其中U0是单位上三角阵，则由A的对称性可得： 
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  再由唯一性得U0 = LT，所以A = LDLT，并且这种分解是唯一的，又由于U1的对角线元素Ukk就是Gauss消元法的主元素：
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由于LD1/2是下三角阵，因此有推论：
若A是对称正定矩阵，则存在唯一的主对角线元素都为正的下三角阵L，使得： A=LLT
矩阵的这种分解称为Choleskg分解。用比较法可以导出L的计算公式。设： 
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比较A与LLT的相应元素，即由A = LLT可得：
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计算顺序按列进行。 
完成矩阵A的Cholesky分解后，求解方 程组AX = b就转化求：
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      求解对称正定线性方程组的方法称为平方根法，也称为Cholesky分
解法，这种方法无需选主元，计算过程也是稳定的。由于A的对称性，平方根法的乘除运算量为n3/6数量级，约为直接分解法的一半。上机计算时，所需存贮单元也少，只要存贮A的下三角部分和右端项b，计算中L存放于A的存贮单元，y , x存放在b的存贮单元。平方根法的不足之处在于需作n次开方运算。它们的解分别为：
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 例7 用平方根法解对称正定方程组：
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解 ：先分解系数矩阵A，只对A的下三角部分运算即可，所以只存放A的下三角部分：
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由定理3.2，对称正定矩阵A又可以作如下分解
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其中，L是单位下三角阵，D是对角阵，U = DLT。
首先由紧凑格式的三角分解可得：
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由于U = DLT，即
比较两边的对应元素可得 ：
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	教学重点与难点
	重点：LU分解法。
难点： 矩阵的 Cholesky分解

	讨论、练习、作业
	P87,2 


	章节名称
	3.3常用的直接三角分解方法（2）

3.4方程组的性态和直接法的误差分析

	第 5 周第 1 次课
	讲授
	2学时

	教学目的及要求
	掌握三对角方程组的求解法
方程组的病态问题和误差分析 

	教学内容提要
	备注

	1三对角方程组的追赶法
在很多问题中，需要解如下形式的三对角方程组，
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三对角方程组的系数矩阵为三对角阵，对于这种特殊而又简单的方程组，用前面介绍的方法求解由于有大量的零元素既占内存又浪费计算时间，显然很不经济。充分注意到三对角方程组的特点，根据顺序消元的思想导出一个简便的算法——追赶法。

首先进行顺序消元，且每步将主元系数化为1，将方程组化为：
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其中系数按下式计算 ：
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然后回代求解，得： 

[image: image262.wmf]1

   (1,2,,2,1)

nn

kkkk

xp

xpqxknn

+

=

ì

í

=-=--¼

î



[image: image263.wmf]1

1

,,0,(1,2,,,

0,),

0          (2,3,,)

kkkkkk

nk

kkkkkk

abcbackn

act

tbaqbakn

-

³+=¼

==

=->->=¼

当

方

程

组

的

系

数

均

不

为

且

令

其

中

至

少

一

个

取

不

等

号

则

满

足

：


例4用追赶法解下列三对角方程组
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解：  首先将方程组化为（先追）
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然后回代（赶）求解：
        x5 = 0，x4 = 30/7，
        x3 = 6/7，x2 = (12/7，
        x1 = 0 
可以看出，追赶法本质上还是顺序消元法，但由于计算过程中只涉及系数矩阵的非零元，因此大大节约了计算机内存与计算量，按乘除法次数进行比较，Gauss消元法约为n3/3，全主元法为n3/2，而追赶法仅为5n-3次，可见追赶法是求解三对角方程组的非常好的方法。 
2 病态方程组和矩阵的条件数
无论用哪种方法求解线性方程组，一般情况下都会产生误差，本节讨论线
性方程组解的误差。

方程组的解为一组数，称为解向量，近似解向量与准确解向量之差称为误差
向量，为了估计误差向量的大小，以及在迭代法讨论收敛性的需要，首先需引
入衡量向量与矩阵大小的度量——范数。
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这三个性质刻画了向量长度的基本特征，并可以用其将平面向量长度的概念推广到一般n维向量，于是有如下定义
定义1
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下面将给出范数的种类：
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分别称为向量x的2范数，1范数，无穷范数。
         容易证明它们都满足上述三条性质。可以看出，2范数是平面向量长度计算公式在形式上的推广，也是线性代数中的内积定义。此处引入多种范数来刻画向量的大小，
是为了在不同情况下用不同的范数研究问题。向量范数的证明：（只对第三条） 
对∞范数：前面2条显然，对第三条，由于对任意实数x, y，绝对值不等式：|x+y|≤|x|+|y| 成立，因而有:
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对2范数利用实数的柯西不等式于是，有：
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 Rn中范数的等价性
例如可证明如下等价性： 
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不难证明：
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——亦即1范数与(范数是等价的 。
所以，2范数与(范数是等价的。
事实上: Rn 中任意两种范数部是等价的。 
向量的误差
有了向量范数，就可以用它来表示方程组解向量的误差，设x是方程组Ax = b的准确解向
量， 
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是近似解向量，则:
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分别称为 
[image: image285.wmf]x
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的关于P范数的绝对误差与相对误差。显然，范数不同，其误差值是不一样的
定义2 对任意n阶方阵A = (aij)n(n，若对应一个非负实数||A||，满足：
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则称||A||为矩阵A的范数。
与向量范数定义比较，前三条性质只是向量范数定义的推广，而第四条性质则是矩阵乘法性质
的要求，它使矩阵范数在数值计算中使用更方便。 
常用的矩阵范数有：
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它们分别叫做矩阵的(范数，1范数，2范数，E范数，矩阵E范数是向量2范数的推广，矩阵(范数，1范数计算容易，而矩阵2范数与ATA的特征值有关，所以又称为谱范数，它的计算较困难，但因为它有一些好的性质，所以也是常用的范数。

可以证明，这些范数都满足定义2。
以||A||(为例，前2条性质显然成立，而对：
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最大行和矩阵范数的证明（续）
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范数的相容性
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在使用范数时，应选用相容的矩阵范数与向量范数。 
有了矩阵范数，就可以用它描述矩阵的误差，设
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 称为A的残差阵，则：
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分别称为A的关于P范数的
绝对误差与相对误差。
例10
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3 方程的性态和条件 数  

数值稳定的算法是否一定能求得精度比较高的解呢？回答是不一定，解的精度还与方程组本身的性态有关，下面来考察几个例： 
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可以看出，后两个方程组与第一个方程组相比，系数矩阵或右端向量仅有0.0005以下的误差，但准确解却相差很大。 
例12 
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若其系数，常数项改用三位有效数字的小数表示，
则方程组为 ：
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初始数据的误差（相对）<0.3% = 0.003，而解的相对误差却超过50%。 
在许多实际问题中，线性方程组的系数矩阵和右端项的元素大多为前面计算的结果，因此上述
例中的微小误差是避免不了。而对上述例中的方程组，无论用多么稳定的算法求解，计算中产生
的微小误差就使解面目全非，所以这些方程组的性态是很差的。
        当方程组Ax = b的系数矩阵与右端向量b的微小变动（小扰动）而引起解严重失真时，称此方程组为病态方程组，其系数矩阵A称为病态矩阵，否则称为良态方程组，A称为良态矩阵，为了定量刻画方程组“病态”的程度，下面对方程组Ax = b在系数矩阵A及右端项b有扰动的几种情形进行讨论
方程组的性态讨论 ——病态、良态（续）
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        此不等式表明，当右端项有扰动时，解的相对误差不超过b的相对误差的                                
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当b为精确的而A有微小扰动(A时，在(A充分小时也同样可推得： 
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而当A,b同时有微小扰动(A，(b时，则可进一步导出更一般的误差估计式：
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在(b充分小时，
此式右端实际上即为：
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在三种情况下得到的这三个不等式反映了解的相对误差与A及b的相对误差的关系；数||A||||A-1||越小，解的相对误差也越小；反之数||A||||A-1||越大，解的相对误差也越大，
实际上这个数反映了解对方程组原始数据的敏感程度，揭示了矩阵A和方程组本身的性态，称之为方程组或矩阵A
条件数，记作
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cond(A)越大，A的病态程度越严重。至于cond(A)多大才算病态，这是一个相对概念，没有一个严格的数量界限。 
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判断病态矩阵的几点参考
求条件数要计算逆阵的范数，很不方便，如下一些现象可作为判断病态矩阵的参考。
（1）在用主元消去法时消元过程出现小主元（如例12）
（2）矩阵A中元素间数量级相差很大；
（3）A的行列式det(A)满足（行列式值相对很大） ：
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（4）矩阵的某些行（或列）近似相关（如例11）。 
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的特例，它是典型的“病态”阵，n越大，“病态”越严重，如n=6时，cond(A)=29×106，对严重“病态”的方程组。
	

	教学重点与难点
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难点：方程组解的误差
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	章节名称
	3.6解线性方程组的迭代法

	第 5周第 2次课
	讲授
	2学时

	教学目的及要求
	掌握Jacobi迭代法与Gauss-Seidel迭代法，掌握迭代法的收敛条件

	教学内容提要
	备注

	   线性代数方程组的迭代解法的基本思想：
构造适当的迭代公式，任选一个初始向量x(0)进行迭代计算，使生成的向量序列。
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3.6.1简单迭代法的一般形式 
方程组 Ax=b ,   A非奇异， 化为等价的方程组 
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构造简单迭代公式 
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若存在极限 
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这时，称简单迭代法 
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是收敛的，否则就是发散的。 
收敛时令k→∞，有 
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控制迭代结束的实用标准： 
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其中(是指定的精度要求。解向量
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其矩阵形式为
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根据迭代公式
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设精度要求为ε=0.005 ，计算结果： 
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故求得方程组的解为 
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3.6.2 雅可比(Jacobi)迭代法
公式的构造：方程组Ax=b, 设A非奇异，其主对角元aii≠0，(i=1,2,…,n)，并且绝对值相对来说比较大。
从第i个方程
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中分离出xi，得到等价的方程组 
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雅可比迭代公式 
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例17   用雅可比迭代法求解方程组 
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精度要求为(=0.005。 
解   等价的方程组为
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构造雅可比迭代公式 
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计算结果: 
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所以x=x(5)满足精度要求，得 

x1=0.999 90 ,  x2=0.99974 ,   x3=0.999 81
雅可比迭代公式的分量形式：
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即
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i=1,2,…,n
雅可比迭代的矩阵形式为
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B为雅可比迭代矩阵。 

例18
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用Jacobi迭代法求解线性方程组： 
解：由第一个方程解x1，第二个方程解x2，第三
个方程解x3得Joacbi迭代格式为： 

[image: image391.wmf](1)()()

123

(1)()()

213

(1)()()

312

1

(272)

10

1

(283)     

10

1

(42)

5

kkk

kkk

kkk

xxx

xxx

xxx

+

+

+

ì

=++

ï

ï

ï

=++

í

ï

ï

=++

ï

î

取x(0) = (0,0,0)T代入迭代式
（3-6）或（3-7）得：
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继续迭代下去，迭代结果见表
表3-1

[image: image393]
迭代9次，得近似解x(9) = (10.9994,11.9994,12,9992)T，此方
程组的准确解为x =(11,12,13)T，从表3-1可以看出，随着迭
代次数的增加，迭代结果越来越接近精确解。 
3.7.3 高斯-赛德尔(Gauss-Seidel)迭代法 

思想：设想把x1(k+1) 算出后立即代替x1(k)用于后面分量的计算，当x2(k+1)算出后立即代替x2(k)用于后面分量的计算，…，期望这样会收敛得快些。
例19用高斯-赛德尔迭代法求解方程组
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解方程组化为等价的方程组 
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高斯-赛德尔迭代公式 
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迭代计算：
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计算结果: 
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故x(3)即为满足精度的近似解，得
x1=0.999 94 , x2=0.999 93 , x3=0.999 99
高斯-赛德尔(Seidel)迭代公式 
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迭代公式即
[image: image408.wmf](1)()()
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其矩阵形式是 
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雅可比迭代矩阵B与L、U的关系为：   B=L+U          
改写迭代公式为:
          x(k+1)- L x(k+1)= U x(k)+f ,  
即     ( I – L) x(k+1)=U x(k)+ f   ，
x(k+1)=(I – L ) -1U x(k)+ (I – L ) –1f
可见，这也是简单迭代法，其迭代矩阵为
M = (I – L ) -1U (高斯-赛德尔迭代矩阵）
前面的例题中，高斯-赛德尔迭代公式为 
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高斯-赛德尔迭代矩阵为 
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例20  用Gauss-Seidel迭代法求解
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解：Gauss-Seidel迭代格式为：
仍取x (0) = (0,0,0)T，
计算结果见下表： 

[image: image416]
显然，用Gauss-Seidel迭代法比Jacobi迭代法收敛快，这个结论
在多数情况下是成立的，但也有Gauss-Seidel迭代比Jacuobi迭代收
敛慢，甚至还有Jacobi迭代收敛，Gauss-Seidel迭代发散的情形。 
求例2中的Gauss-Seidel法的迭代阵M的两种方法
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方法2：可按代入法求M，以避免计算逆矩阵，在Gauss-
Seidel迭代式中，第 二个式子中的以第一个式子
代替。可将第二式右端上标都化为k（可以不管常数）：
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GS迭代法和Jacobi迭代法的比较：
  通常当两种方法都收敛时，GS迭代法往往收敛快一些。但有时Jacobi迭代法收敛而GS迭代法发散；有时又相反。    
例如方程组
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雅可比迭代公式
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发散，
但GS迭代公式收敛
方程组
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的雅可比迭代公式
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收敛而GS迭代公式发散。 

3.8  迭代法的收敛性 
定理3.4  简单迭代法 x(k+1)=M x(k)+g 收敛的充分必要条件是迭代矩阵M的谱半径ρ(M)<1 。其中ρ(M)是指M的特征值ρ1 ,ρ2 ,…,ρn 中按模最大者，即  
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方程组
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雅可比迭代矩阵
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高斯-赛德尔迭代矩阵
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	4.1    插值法的基本理论
4.1.1 插值问题及代数多项式插值
函数y=f(x)给出一组函数值 
[image: image434.wmf](),0,1,,

ii

yfxin

==

L


x:      x0   x1   x2 …… xn
y:      y0     y1   y2 …… yn
其中x0 ,x1,x2 ,…,xn是区间[a,b]上的互异点，要构造一个简单的函数φ(x) 作为f(x)的近似表达式，使满足 
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这类问题称为插值问题
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f(x) -----被插值函数
x0 ,x1,x2 ,…,xn -----插值基点 

求插值函数的方法称为插值法。 

若x∈[a,b]，需要计算f(x) 的近似值φ(x),则称x为插值点。 
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当选择代数多项式作为插值函数时，称为代数多项式插值问题: 
代数多项式插值问题: 
设函数y=f(x)在[a,b]有定义, 且已知在n+1个点a≤x0<x1<……<xn≤b上的函数值y0, y1,……,yn.,要求一个次数不高于n的多项式 
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使满足插值原则 
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称Pn(x)为f(x)的n次插值多项式。 
这样的插值多项式是否存在、唯一？ 

    定理4.1  在n+1个互异基点处满足插值原则且次数不超过n的多项式Pn(x)是存在并唯一的。 
证
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其系数行列式 
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因此方程组存在唯一的解 
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，因此Pn(x)存在并唯一。
4.1.2 插值多项式的误差 
截断误差： 
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定理4.2 设函数f(x)在包含基点x0 , x1 ,…, xn的区间[a,b]上连续，在(a,b)上具有n+1阶导数，Pn(x)为满足插值原则的n次插值多项式，则对任一点x∈[a,b]，总存在相应的点ξ∈(a,b)，使 
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其中
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推论  当f(x)是次数不超过n的多项式时，其n次插值多项式就是f(x)本身。  
误差公式的用法：
如果
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设min{ x0 , x1 ,…, xn}=a，max{x0 , x1 ,…, xn}=b
当插值点x∈(a,b)时称为内插，否则称为外插。
例 1   若利用   
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   在100和144的值，对 
[image: image455.wmf]110

做一次插值，估计误差是多少？ 
解  插值基点x0=100,  x1=144, 插值点 110.
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4.2.1 线性插值和二次插值
1 线性插值----n=1时的代数多项式插值 
已知f(x0)=y0，f(x1)=y1, x0≠x1

[image: image469]
要构造线性函数 P1(x)=a0 + a1 x  ,
使满足插值条件  P1(x0)=y0 ,  P1(x1)=y1 .
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（线性插值多项式） 
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拉格朗日线性插值多项式） 
公式的结构：它是两个一次函数的线性组合 

[image: image472.wmf]10

01

0110

(),()

xxxx

lxlx

xxxx

--

==

--

（线性插值基函数） 
基函数的性质 
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[image: image474]
线性插值多项式的截断误差为 
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ξ是在包含x, x0 , x1 的区间内某数。 

例2  给定函数y=lnx在两点10、11的值如下表，试用线性插值求ln10.5的近似值，并估计截断误差

[image: image476]
解  f(x)=ln x ,  x0=10,  x1=11,  x=10.5

[image: image477.wmf]10

101

0110

()

xxxx

Pxyy

xxxx

--

=+

--


ln 10.5≈P1(10.5)= 
[image: image478.wmf]10.511
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2、二次插值----n=2时的代数多项式插值 
已知f(x)在三个互异点x0 ,x1 ,x2的函数值y0 ,y1 ,y2 

要构造次数不超过二次的多项式 
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[image: image486]
使满足插值条件 
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公式的构造： 先对每个基点xi构造二次插值基函数li(i=0,1,2)，使满足
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（拉格朗日二次插值多项式 ）

P2(x)的截断误差为 
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ξ是包含x0,x1,x2,x的区间内某数。 

例3 已知函数y=f(x)的观测数据如表所示，试求其拉格朗日插值多项式，并计算f(1.5)的近似值。
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[image: image501]
二次插值也称之为抛物插值 。
    当三点(x0 ,y0 ),(x1 ,y1 ),(x2 ,y2 )位于一条直线上时，显然插值函数的图形是直线。
4.2.2  n次拉格朗日插值 

作基点xi的n次插值基函数( i=0,1,…,n)： 
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基函数具有性质: 
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n次拉格朗日插值多项式 
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计算框图：

[image: image506]

	

	教学重点与难点
	重点：拉格朗日插值
难点：拉格朗日插值的误差

	讨论、练习、作业
	P123,1,4


	章节名称
	4.3均差与牛顿插值公式
 4.4差分与牛顿前后插值公式

	第 6 周第2 次课
	讲授
	2学时

	教学目的及要求
	掌握Newton插值多项式的构造与差商及差分的性质

	教学内容提要
	备注

	目的：构造具有如下形式的插值多项式
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它满足递推性：
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4.4.1 均差及均差表 
一阶均差 
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二阶均差 
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例如设 
[image: image511.wmf](0)1,(2)5,(4)9

fff

===


则
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k阶均差 
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例如

[image: image516.wmf][2,4,5][0,2,4]

[0,2,4,5]1

50

ff

f

-

==-

-


零阶均差定义为函数值本身，即 


[image: image517.wmf][]()
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均差具有对称性：任意改变基点的次序后其值不变。例如 f[0,2,4] = f[2,0,4] = f[4,2,0]等等。
均差表

[image: image518]
    计算规律：任一个k(≥1) 阶均差的数值等于一个分式的值，其分子为所求均差左侧的数减去左上侧的数，分母为所求均差同一行最左边的基点值减去由它往上数第k个基点值。 

注意：均差表中，对角线上的均差是构造牛顿型插值公式的重要数据。
均差表的数据构成一个矩阵F：
F00=f(x0)
F10=f(x1), F11=f[x0,x1]
F20=f(x2),F21=f[x1,x2], F22=f[x0,x1,x2]
F30=f(x3),F31=f[x2,x3], F32=f[x1,x2,x3], F33=f[x0,x1,x2,x3]
一般有
Fi-1, j-1=f[xi-j ,,…,xi-1 ]
Fi, j-1=f[xi-j+1 ,…,xi ] Fi, j=f[xi-j , xi-j+1 ,…,xi-1 ,xi ]

计算机上计算均差表的公式 
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例4  已知函数y=f(x)的观测数据如表，试构造均差表，并求f[2,4,5]及f[2,4,5,6]的值。
 
[image: image520]
解  n=4, 构造均差表 

f[2,4,5]= -5，f[2,4,5,6]=5

4.4.2牛顿均差型插值多项式 
根据线性插值的点斜式
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可得牛顿均差型线性插值多项式： 
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可得 
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牛顿均差型二次插值多项式： 
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牛顿均差型n次插值多项式(n次牛顿均差插值多项式) 
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余项公式的牛顿形式：
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计算牛顿均差插值多项式的步骤：
（1）作均差表 
（2）根据公式计算牛顿型插值多项式（表中对角线上各均差值就是Pn(x)的各项系数）。 
例5  已知函数y=f(x)的观测数据如例4.4，试用全部基点构造牛顿均差插值多项式，并用二次插值求f(3)的近似值
解  用全部基点时，n=4，先作均差表,见例4.4。 

P4(x)=f(0)+f[0,2](x- 0)+f[0,2,4](x- 0)(x- 2)+
f[0,2,4,5](x- 0)(x- 2)(x- 4)+f[0,2,4,5,6](x- 0)(x- 2)(x- 4)(x- 5)
=1+2x- x(x- 2)(x- 4)+x (x- 2)(x- 4)(x- 5)
用二次插值求f(3)时n=2，x=3，作内插取 

x0=2,  x1=4,  x2=5
f(3)≈P2(3)=f(2)+ f[2,4](3 – 2)+ f[2,4,5](3- 2)(3- 4)
=7- 5(3- 2)(3- 4) = 12
若插值基点等距分布，牛顿型插值多项式还可以利用差分得到简化,。 
差分
设基点等距，  xi=x0+ th,  i=0,1,…,n.   h称为步长。
一阶差分：
一阶向前差分、一阶前差 
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一阶向后差分、一阶后差 
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二阶差分： 
二阶前差 
[image: image532.wmf]2
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二阶后差 
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k阶前差和k阶后差 
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零阶差分规定为 
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简记为
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例6  设f(x)=x2+ x ,取步长 h=0.5,计算
[image: image539.wmf]22
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解令 x0=0, 则  x1=0.5,  x2=1

△f(0)=f(0.5)- f(0) =0.75，△f(0.5)=f(1)-  f(0.5) =1.25

△2f(0)=△(△f(0))=△f(0.5)- △f(0) =1.25 – 0.75 = 0.5 
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用数学归纳法可以证明前差、后差、均差之间的下述关系： 
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利用差分可以简化等距基点的牛顿型插值公式，称为前差（或后差）插值公式 。
	

	教学重点与难点
	掌握Newton插值多项式的构造与差商及差分的性质

	讨论、练习、作业
	P124,8,11


	章节名称
	4.5埃尔米特插值

	第 7周第 1 次课
	讲授
	2学时

	教学目的及要求
	  掌握分段低阶插值多项式的构造及特点。掌握三次样条插值多项式的构造及特点

	教学内容提要
	备注

	Newton插值和Lagrange插值虽然构造比较简单，但都存在插值曲线在节点处有尖点，不光滑，插值多项式在节点处不可导等缺点
 为了保证插值多项式 
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能更好地逼近 
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，对
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增加一些约束条件，例如要求
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在某些结点处与
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相切，即具有相同的导数值.

一、Hermite插值问题
求一个次数不大于n+n+1的代数多项式
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称以上的插值问题为Hermite插值问题.
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二、Hermite插值公式推导
令 
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其中，
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                                                              都是n+n+1次待定多项式，并且它们满足以下条件：
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显然满足条件(3),(4)的多项式(2)的次数不大于n+n+1次，
且满足插值条件(1).
1、求解
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由条件(3)知
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其中，A,B是待定系数
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由上述两式解得：
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将A,B代入式(5)，得
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其中，
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将C代入式(7)，得
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综合(1)(2)得到
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2求解
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将D代入式(9)，得
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其中，
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由式(2)(6)(8)(10)所表示的多项式称为Hermite插值多项式
其中由式(6)(8)(10)所表示的多项式称为Hermite插值基函数
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两个节点的三次Hermite插值多项式
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通常称之为“标准化”的基函数，而上述三次Hermite插值基函数可由其
表示出：
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因此n =1的三次Hermite插值多项式可用标准化
的基函数表示为
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更便于上机使用，上式中h = x1-x0。 
例9 
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解: 
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作为多项式插值,三次已是较高的次数，次数再高就有
可能发生Runge现象,因此，对有n+1节点的插值问题，
我们可以使用分段两点三次Hermite插值
例10 按下表求Hermite插值：
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例11
设：已知函数f (x)的如下值:f(-1)=-2，f(0)=-1，f(1)=0，f ( (0)=0，求不超过3次的Hermite插值多项式H (x)

[image: image640.wmf]012

001001201

012

2012

11

:        1,0,1

()()[,]()[,,]()()

                  ()()()

         ()()()()

,()()

i

xxx

xNewton

Hxfxfxxxxfxxxxxxx

xxxxxx

Nxxxxxxx

Hxfx

a

a

a

=-==

\

=+-+--

+---

=+---

¢¢

=

Q

解

三

点

记

为

为

等

距

节

点

，

还

可

以

利

用

插

值

。

可

设

：

为

待

定

参

数

可

由

0112012

2

2

3

(0)(0)0

[,][,]1,[,,]0

()2(1)(1)

()1(12)

           (0)01

           ()1

Hf

fxxfxxfxxx

Hxxxx

Hxxx

H

Hxx

a

a

a

¢¢

==

===

Þ=-+++-

¢

Þ=+-+

¢

=Þ=

=-

Q

即

确

定

其

中

代

入

因

此


	

	教学重点与难点
	重点：埃米特插值的构造
难点：埃米特插值的误差

	讨论、练习、作业
	P124,17

	
	


	章节名称
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	5.1 函数逼近的基本概念
一、函数逼近与函数空间
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二、范数与赋范线性空间
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2、 内积与内积空间
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§5.2  正交多项式
一、正交函数族与正交多项式

[image: image679.wmf]   (),()[,],()[,],  

                     (,)()()()d0        

          (2.1)

()()[,].

b

a

fxgxCabxab

fgxfxgxx

fxgxab

r

r

Î

==

ò

若

为

上

的

权

函

数

且

，

则

称

与

在

上

定

义

5

带

权

ρ

(x)

正

交

 



[image: image680.wmf]01

[,](),(),,(),,  

0,  ,

          ((),())       (,0,1,2,)       

(2.2)

,  ,

{()}[,].

,  1,  .

n

ik

k

n

k

abxxx

ik

xxik

Aik

xab

A

fff

ff

f

¹

ì

==

í

=

î

º

LL

L

设

在

给

定

函

数

族

且

满

足

则

称

函

数

族

为

上

特

别

地

当

时

则

称

该

函

数

系

为

带

权

ρ

(x)

的

正

交

函

数

族

 

标

准

正

交

函

数

族

 



[image: image681.wmf]                 1,cos,sin,cos2,sin2,,

[,],

xxxx

pp

-

L

例

如

，

三

角

函

数

族

为

上

的

正

交

函

数

族



[image: image682.wmf](1,1)2,(cos,cos)(sin,sin),0.

kxkxkxkx

pp

====

其

他

内

积



[image: image683.wmf]0

0

  ()[,]0,()

[,],  {()},

(2.2){()}()[,]

.  ()()[,]

.

nn

n

n

n

pxabanx

abpx

pxxab

pxxabn

r

r

r

¥

¥

¹

设

是

上

首

项

系

数

的

次

多

项

式

为

上

的

权

函

数

若

多

项

式

序

列

满

足

正

交

性

，

则

称

为

以

为

权

函

数

的

上

的

正

交

多

项

式

序

列

称

为

以

为

权

函

数

的

上

的

次

正

交

多

项

式

定

义

6



[image: image684.wmf][,](),  {1,,,}

:

n

abxxx

r

LL

只

要

给

定

上

的

权

函

数

由

利

用

逐

个

正

交

化

手

续

立

得

正

交

正

交

多

项

式

序

列



[image: image685.wmf]1

0

0

(,)

()0,  (),   1,2,.   (2.3)

(,)

n

n

j

n

nj

j

jj

xp

pxpxxpn

pp

-

=

==-=

å

L



[image: image686.wmf]01

(1)()1.

(2)()(),(),,().

(3) (,)0,()

      .

n

nnn

jkk

px

QxHpxpxpx

kjpppxk

"Î

¹=

L

性

质

：

的

首

项

系

数

为

均

可

表

为

的

线

性

组

合

当

时

，

且

与

任

一

次

数

小

于

的

多

项

式

正

交



[image: image687.wmf]11

01

11

4

        ()()()(), 0,1,,   (2.4)

        ()1() 0

                (,)/(,),

                (,)/(,)1,2,,  

nnnnn

nnnnn

nnnnn

pxxpxpxn

pxpx

xpppp

ppppn

ab

a

b

+-

-

--

=--=

==

=

==

L

L

（

）

有

递

推

关

系

其

中

，

，

，



[image: image688.wmf]0

5{()}()[,]

. ()(1)(,);

n

n

pxxab

pxnnab

r

¥

³

（

）

设

为

以

为

权

函

数

的

上

的

正

交

多

项

式

序

列

则

的

个

根

都

是

在

内

的

单

重

实

根



[image: image689.wmf]11

11

1

                                        

                                        

            

   ()()()(), 1,2,   (2.4)

(,)

      () 0,

(,)

nnnnnn

nnnn

nn

nnnn

pxxpxpxn

aaxpp

px

aapp

abg

ab

+-

++

-

¢

=++=

===-

L

并

有

，

其

中

，

11

2

11

,

(,)

          .  

(,)

nnnn

n

nnn

aapp

app

g

+-

--

=-


二、勒让德多项式
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勒让德多项式性质
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三、切比雪夫多项式

[image: image699.wmf]2

1

[1,1],(){1,,,}

1

n

n

xxx

x

r

-=

-

LL

区

间

为

权

函

数

为

，

序

列

正

交

化

所

得

正

交

多

项

式

称

为

次

切

比

雪

夫

多

项

式

.



[image: image700.wmf]    ()cos(arccos),  (11,0,1,2,)    (2.10

)

cos()cos(),0.

n

n

Txnxxn

xTxn

qqqp

=-££=

==££

L

可

表

为

若

令

，

则



[image: image701.wmf]0

1

2

2

3

3

()cos(0)1,

()cos(arccos),

()cos(2arccos)21,

()43,

         

Tx

Txxx

Txxx

Txxx

==

==

==-

=-

LL



[image: image702.wmf]:

切

比

雪

夫

多

项

式

的

性

质



[image: image703.wmf]01

11

(1)  

()1,     (),        

                                       (

2.11)

()2()().

nnn

TxTxx

TxxTxTx

+-

==

ì

í

=-

î

递

推

关

系



[image: image704.wmf]1

()2,(n1).

nn

n

Txx

-

³

的

最

高

次

幂

的

系

数

为



[image: image705.wmf]  

                cos(1)2coscoscos(1), 1. 

 

  cos,  .

nnnn

x

qqqq

q

+=--³

=

事

实

上

，

只

需

由

代

入

即

得

递

推

关

系

式



[image: image706.wmf]1

2

1

(2)  

0,   ,    

1

        ()()d/2,   0,      (2.12)

1

,   0.

mn

mn

TxTxxmn

x

mn

p

p

-

¹

ì

ï

==¹

í

-

ï

==

î

ò

正

交

性



[image: image707.wmf](3)  

      ();

      .

n

Txnx

nx

奇

偶

性

当

为

奇

数

时

为

奇

函

数

，

且

只

含

的

奇

次

幂

当

为

偶

数

时

为

偶

函

数

，

且

只

含

的

偶

次

幂



[image: image708.wmf](4)  ()[1,1]n

(21)

               cos,  (1,2,,) 

2

n

k

Tx

k

xkn

n

p

-

-

==

L

在

上

有

个

不

同

的

零

点



[image: image709.wmf](5)  ()[1,1]n1

               cos,  (0,1,2,,) 

      11  {}

n

k

k

Tx

k

xkn

n

x

p

-+

¢

==

¢

-

L

在

上

有

个

不

同

的

极

值

点

轮

流

取

得

最

大

值

和

最

小

值

，

称

为

交

错

点

组


四、其他常用正交多项式
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	重点： 正交多项式
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5.3.3、切比雪夫多项式在函数逼近中的应用
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5.4.1 拟合问题的提出及其最小二乘法
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例7   已知实测数据表
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例8    已知实测数据表
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	章节名称
	第6章数值积分与数值微分
6.1数值积分基本概念
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	2学时
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	理解数值积分的思想 

	教学内容提要
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的值是经常遇到的一个问题，
由微积分理论知道：只要求出f (x)的一个原函数F(x)，
就可以利用牛顿—莱布尼慈（Newton-Leibniz）公式
出定积分值： 
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但是，在工程技术领域，在实际使用上述求积分方法
时，往往会遇到下面情况：
1. 函数f (x)没有具体的解析表达式，只有一些由实验
  测试数据形成的表格或 图形。
2. f (x)的原函数无法用初等函数表示出来，如：
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2. f (x) 的结构复杂，求原函数困难，即不定积分难 
   由于以上种种原因，因此有必要研究积分的数值计算
方法，进而建立起上机计算定积分的算法，此外，数值积分也是研究微分方程和积分方程的数值解法的基础。
同样，对函数f (x)求导，也有类似的问题，需要研究数值微分方法
5.1.1 构造数值求积公式的基本思想 
定积分I=∫ab f (x)dx在几何上为x=a, x=b, y=0和y=f (x)所
围成的曲边梯形的面积。定积分计算之所以困难，就在于
这个曲边梯形中有一条边y=f (x)是曲边，而不是规则图形。
   由积分中值定理，对连续函数f (x)，在区间[a, b] 内至少
存在一点(，使：

[image: image793.wmf] 

 

()()()

b

a

Ifxdxbaf

x

==-

ò



[image: image794]
也就是说，曲边梯形的面积I 恰好等于底为（b-a），高为f ((的规则图形—矩形的面积，f (()为曲边梯形的平均高度，然而点(的具体位置一般是不知道的，因此难以准确地求出f (()的值。但是，由此可以得到这样的启发，只要能对平均高度f (()提供一种近似算法，便可以相应地得到一种数值求积公式。

 如，用两端点的函数值f (a)与f (b)取算术平均值作为平均
高度f (()的近似值，这样可导出求积公式： 
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更一般地，可以在区间[a, b] 上适当选取某些点xk (k=0,1,      …,n)，然后用f (xk) 的加权平均值近似地表示f (()，这样得到一般的求积公式： 
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其中，点xk 称为求积节点，系数Ak 称为求积系数，Ak 仅仅与节点xk 的选取有关，而不依赖于被积函数f (x)的具体形式，即xk决定了，Ak也就相应的决定了。 
回顾定积分的定义，积分值I 是和式的极限： 
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其中(xk是[a, b] 的每一个分割小区间的长度，它与f (x)无关，去掉极限，由此得到近似计算公式： 
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因此，式（7-1）可作为一般的求积公式，其特点是将积分问题归结为函数值的计算，从而避开了使用牛顿一莱布尼慈公式需要求原函数的困难，适合于函数给出时计算积分，也非常便于设计算法。便于上机计算。求积公式（7-1）的截断误差为：
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Rn也称为积分余项。
5.2  插值型求积公式

5.2.1插值型求积公式
       设给定一组节点a ( x0 <x1< … < xn-1<xn ( b，且已知f (x)
  在这些节点上的函数值，则可求得f (x)的拉格朗日插值多项式： 

[image: image800.wmf]0

()()()

n

nkk

k

Lxfxlx

=

=

å


其中lk(x) 为插值基函数。取f (x) ( Ln(x)，则有：
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记
[image: image802.wmf] 
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则有
[image: image803.wmf] 
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这种求积系数由式所确定的求积公式称为插值型求积公式。
根据插值余项定理，插值型求积公式的求积余项为：
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其中(([a,b] 且与x有关。在插值中，因f (x) 不知道，所以无法估计插值误差。而在这里，f (x)作为被积函数，上式却可以用于估计积分的误差。

6.2.2   代数精度

数值积分是一种近似方法，但其中有的公式能对较多的函数准确成立，而有的公式只对较少的函数准确成立。
为了反映数值积分公式在这方面的差别，引入代数精度的概念。 
定义1 如果某个求积公式对所有次数不大于m的多项式都精确成立，而至少对一个m +1次多项式不精确成立，则称该公式具有m次代数精度。 
一般来说，代数精度越高，求积公式越好。为了便于应用，由定义1容易得到下面定理。 
定理1 一个求积公式具有m次代数精度的充分必要条件是该求积公式对 1,x,x2,…,xm 精确成立，而对xm+1不精确成立。 
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同理可证明矩形公式的代数精度也是一次的 
上述过程表明，可以从代数精度的角度出发来构造求积公式。 例如，对于求积公式（7-1），若事先选定一组求积节点xk (k=0,1,…,n,)， xk可以选为等距点，也可以选为非等距点，则可令公式对f(x)=1,x,…,xn 精确成立，即得：
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这是关于A0、A1、…、An的线性方程组，系数行列式为范德蒙行列式，其值不等于零，故方程组存在唯一的一组解。求解该方程组即可确定求积系数Ak，所得到的求积公式（7-1）至少具有n次代数精度。 
例2 确定求
积公式 
[image: image807.wmf] 
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使其具有尽可能高的代数精度。 
解求积公式中含有三个待定参数，可假定近似式（7-3）的代数精度为m =2，
则当f (x)=1，x，x2时，式（7-3）应准确成立，即有：
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[image: image809.wmf] 
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           检查（7-4）对 m = 3 是否成立，为此，令 f(x)=x3             代入（7-4），此时左边   
[image: image810.wmf](

)

33

(),

33

hh

hh

=-+=

右

边

                                   。
再检查（7-4）对m=4是否成立，令f(x)=x4代入（7-4），此时:
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因此近似式（7-4）的代数精度为m=3.
公式（7-4）不仅对特殊的次数不高于3次的多项式f (x) 
= 1,x,x2, x3准确成立，而且对任意次数不高于3次的多项式，
a0+a1x+a2x2 + a2x3 （f (x)=1,x,x2, x3的线性组合）也准确成立，事实上，令R( f )表式（7-4）的截断误差：
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	教学重点与难点
	重点： 插值型求积公式的构造
难点： 插值型求积公式的精度计算 

	讨论、练习、作业
	P189,1 


	章节名称
	6.2牛顿一柯特斯公式

	第 9周第 1 次课
	讲授
	2学时

	教学目的及要求
	

	教学内容提要
	备注

	5.3.1    牛顿-柯特斯求积公式的构造
建立数值积分公式的基本思想： 

选取一个简单的函数φ(x)近似代替f(x)，得
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再推导出简便实用的计算公式，称为数值积分公式。
牛顿-柯特斯的思想：选取φ(x) 为插值多项式Pn(x)，推导出实用
的数值积分公式。 

在[a, b]作等距的插值基点 a=x0<x1<……<xn=b ，

[image: image814.wmf]1

(),0,1,,1

ii

xxbanhin

+

-=-==×××-



[image: image815.wmf]()()()

nn

fxPxRx

=+



[image: image816.wmf]()()()

bbb

nn

aaa

fxdxPxdxRx

=+

òòò



[image: image817.wmf]00

(1)

1

()()

()

()()

(1)!

jn

n

j

ni

ij

ij

ji

n

nn

xx

Pxfx

xx

f

Rxx

n

x

w

=

==

¹

+

+

-

=

-

=

+

åÕ



[image: image818.wmf]0

()

n

i

i

fx

=

=

å
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推导具体计算公式
由
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积分作代换x= a+sh, 则 当x=a时s=0，当x=b时x=n，
dx=hds, x–xj=(s–j )h,
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略去余项得牛顿－柯特斯求积公式  
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[image: image837.wmf]()
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称为柯特斯求积系数 

柯特斯求积系数表： 

[image: image838]
例如：n=2时，有
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n=3时，有
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柯特斯系数的性质： 

(1) 
[image: image841.wmf]()
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理由：取f(x)≡1，则 f(n+1)(x)≡0, Rn(f)≡0，于是
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(2) 系数有对称性。
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(3) 当n≥8时开始出现负值的柯特斯系数。 

牛顿－柯特斯求积公式  
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当n=1时, 有 
[image: image848.wmf](

)

(

)

(1)(1)

0011

(()())

b

a

fxdxbacfxcfx

»-+

ò



[image: image849.wmf]1

(1)

0

0

(1)

csds

=--

ò



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image850.wmf]1

2

0

(1)

2

s

-

=-

,
[image: image851.wmf]1

(1)

1

0

1

2

csds

==

ò



[image: image852.wmf]()(()())

2

b

a

ba

fxdxfafb

-

»+

ò

梯形公式. 

此公式来源于
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舍去余项的结果，相当于用直线P1(x)代替f(x)计算积分。
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牛顿－柯特斯求积公式当n=2时有 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image863.wmf]2

(2)

2

0

11

(1)

46

cssds

=-=

ò

抛物线公式（Simpson） 

此公式来源于
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舍去余项的结果，相当于用抛物线P2(x)代替f(x)计算积分。

[image: image865]

[image: image866]
当n=4时，所得的公式称作柯特斯公式，它有五个节点
，其系数：
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所以柯特斯公式是：

[image: image868.wmf]01234

[7()32()12()32()7()]  

90

ba

Cfxfxfxfxfx

-

=++++
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例 3  用n=1,2,3,4的牛顿－柯特斯求积公式计算下面定积分的近似值: 
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当n=1, 
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（梯形公式）
当n=2, 
[image: image873.wmf]1
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（抛物线公式）
当n=3, 
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当n=4, 
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[image: image876]
5.3.2    梯形公式和抛物线公式的误差估计
牛顿－柯特斯求积公式具有上面的形式，且余项为 
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     定理 5.1   牛顿－柯特斯求积公式的代数精确度至少为n。而且当n是偶数时，公式的代数精确度可达到n+1。 
证明  当 f(x)是 1,x,x2,…, xm  时， 
[image: image878.wmf](1)
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求积公式成为准确的等式。因此牛顿－柯特斯求积公式的代数精确度至少为n。 （其余证明略）
定理 5.2 （梯形公式的误差）设f(x)在[a,b]上具有连续的二阶导数，则梯形公式的误差可表达为 
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证 
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由于(x-a)(x-b)在[a, b] 中不变号， 
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在[a, b ]中连续根据定积分的第二中值定理，存在一点 η∈[a,b],使
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定理 5.3（抛物线公式的误差）设f(x)在[a,b]上具有连续的四阶导数，则抛物线求积公式的误差可表达为 
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例4  试证抛物线公式的代数精确度为3。 
证明  抛物线公式是 
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误差
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当f(x)=x0,x,x2,x3 时，R2 ( f ) = 0, 抛物线公式成为准确等式. 
当f(x)=x4  时
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≠0，抛物线公式不能准确成立。
因此，公式的代数精确度为3。
例4 分别用梯型公式、辛卜生公式和柯特斯公式计算积分：
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解：由梯形公式得： 
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辛卜生公式  
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（得：
由柯特斯公式得：
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事实上，积分的精确值：
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与之相比可以看到，柯特斯公式的结果最好，具有七位有效数字；辛卜生公式的结果次之，具有四位有效数字；而梯形公式的结果最差，只有两位有效数字。 
6.3.3  牛顿一柯特斯公式的稳定性和收敛性
牛顿一柯特斯公式对f (x)=1精确成立，即：
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由此可得：
[image: image893.wmf]()

0

1

n

n

k

k

C

=

=

å


下面来分析f (xk) 的误差对数值求积结果的影响。 设f (xk)有误差(k，并设
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则由此引起的计算误差为：
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关于收敛性可以证明，并非对一切连续函数f (x)，都有：                      ，
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也就是说牛顿—柯特斯公式的收敛性没有保证。因此，在实际计算中，一般不采用高阶(n ( 8) 的牛顿—柯特斯公式。
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	章节名称
	6.4复化求积公式

	第 9周第2 次课
	讲授
	2学时

	教学目的及要求
	

	教学内容提要
	备注
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6.4.1复合梯形公式及其误差
公式的构造思想：将积分区间等分成n个小区间，在每个小区间上分别用梯形求积公式再相加起来，得到实用的计算公式。 

设f(x) 在[a,b]上有连续的二阶导数，n是正整数. [a,b]等分成n个小区间
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各式相加后得 ，
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由于f″(x)连续，且有 
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对f″(x)应用连续函数的介值定理知存在ξ∈[a, b ],使 
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因此 
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略去余项后便得复合梯形公式 
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余项为
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[image: image910]
例  用n=6的复合梯形公式计算积分 
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的近似值。 
解
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练习  用n=6的复合梯形公式计算积分 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image919.wmf]6,0.5
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复化梯形公式的数值稳定性讨论
下面简单讨论复化梯形公式的数值稳定性。设计算函数值f (xk) 时产生误差为(k (k=0,1,…,n)，则用式复化梯形公式计算结果的误差为：
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因此，无论n为多大，复化梯形公式是数值稳定的。 
6.4.2    复合抛物线公式及其误差
n取为偶数。 
[image: image923.wmf](),
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分别应用抛物线求积公式（设f(x) 在[a,b]上有连续的4 阶导数
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[image: image926.wmf]4

2

5

(4)

2342

5

()

()[()4()()]()

390

x

x

baba

fxdxfxfxfxf

nn

x

--

=++-

ò



[image: image927.wmf]2

5

(4)

21

5

2

()

()[()4()()]()

390

n

n

x

nnnn

x

baba

fxdxfxfxfxf

nn

x

-

--

××××××

--

=++-

ò


各式相加，舍去余项可得复合抛物线求积公式 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image929.wmf]0131
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n为偶数
当n=2时即为上节的抛物线公式。 
利用连续函数的介值定理 有
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可推得Sn 的余项为 
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[image: image934]
例  用n=6的复合抛物线公式计算积分 
[image: image935.wmf]5.2
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的近似值。 
解
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例  用复合抛物线公式计算积分 
[image: image939.wmf]5.2
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的近似值, 使绝对误差小于10 – 6。 
解
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image941.wmf]6
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解不等式 

[image: image943.wmf]5
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求得 n=6。用n=6的复合抛物线公式计算积分，见上例
用复合抛物线求积公式计算定积分的一般步骤： 
1）由被积函数和积分区间，计算 
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（2）由不等式 
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解出偶数n的最小值。 
3）计算函数值 
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计算出Sn。
5.4.3 复化Cotes公式及其误差
将区间[a, b]分成n  等分，分点为：
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用Cotes公式得到复化Cotes公式 ：
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复化Cotes公式的截断误差为： 
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例6根据函数表 
[image: image952.wmf] 1
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[image: image953]
[解]：（1）由复化梯形公式,n=8,h=1/8： 
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（2）由复化Simpson公式,n=4,h=1/4：
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与准确值I=0.9460831…比较，显然用复化Simpson公式计算精度较高。
事实上，由误差公式有
RT (f )=O(h2), RS (f )=O(h4)，故当h比较小时，用复化Simpson公式计算误差较小。
由误差估计公式不仅可以计算所求近似值的误差，反之，亦可由给定的精度估计应取多大步长。
例7若用复化求积公式计算积分
[image: image956.wmf] 1
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的近似值，要求计算结果有
四位有效数字，n应取多大？ 
[解]  因为当0≤x≤1时有0.3<e-1≤e-x≤1于是： 
[image: image957.wmf] 1

 0

0.3ed1

x

x

-

<<

ò


要求计算结果有四位有效数字，即要求误差不超过10-4 / 2。
又因为: 
[image: image958.wmf]()
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由复化梯形公式误差估计式：
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24

11

()10

12122

T

h

Rhf

x

-

¢¢

=££´



[image: image960.wmf]24
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即

：


因此若用复化梯形公式求积分，n应等于41才能达到精度。若用复化Simpson公式，由误差公式
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即得n (3.2。故应取n = 4。 
例6、例7说明：
例7的计算结果表明，为达到相同的精度，用复化Simpson公式所需的计算量比复化梯形公式少，这也说明了复化Simpson公式的精度较高，实际计算时多采用复化Simpson公式
复化求积方法又称为定步长方法，要应用复化求积公式，必须根据预先给定的精度估计出合适的步长或n，进而确定对积分区间的等分数，如同例7一样。然而当被积函数稍复杂一些，要由误差估计式给出合适的步长，就要估计被积函数导数的上界值，而这一点是相当困难的。
如对例6，用复化梯形求积公式计算积分: 要使截断误差不超过10-3 / 2，h应取多大？
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	教学重点与难点
	各种公式的截断误差分析 

	讨论、练习、作业
	P187,4,6


	章节名称
	6.4龙贝格算法
6.5高斯求积公式（1）

	第 10周第1 次课
	讲授
	2学时

	教学目的及要求
	理解龙贝格算法
高斯求积公式的一般理论 

	教学内容提要
	备注

	6.4龙贝格算法 

在变步长的梯形公式中，得到近似式
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可以预料它比T(m)的准确性更高。事实上，分别取步长(b-a)/n, (b-a)/(2n)
(n是正整数), 用复合梯形公式计算Tn, T2n,则有
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可见,由复合梯形公式所作出的线性组合 

[image: image970.wmf]2

4

41

nn

TT

-

-


正好是代数精确度达到3的复合抛物线公式。 
龙贝格求积法的基本思想 ：运用一个代数精确度较低的求积公式（例如梯形公式），相继以步长和求得定积分的两个近似结果，然后再作它们适当的线性组合，则可以得到一个代数精确度更高的公式。 
龙贝格求积法：
设依次用步长为 
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的复合梯形公式的计算结果记为 
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这是第1个积分序列，其计算公式由上节可知为 
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由第1个积分序列（复合梯形公式积分序列），根据关系 
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可得出较为准确的第二个积分序列（即复合抛物线公式积分序列）
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用类似的推理可证由关系 
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可得出更为准确的第三个积分序列 ， 可验证其中T2,0的代数精确度至少是5.  一般说来，由已得序列 
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推导下一序列的公式 为
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龙贝格积分法可以按下面的“T数表”的顺序进行
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当对角线上最后两个相邻项满足 
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时,可停止计算并取 
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例  用龙贝格积分法计算积分 
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,使精确度达到10-4。 
解 
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最后得到 
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6.5 高斯型求积公式（1）
6.5.1  一般理论
在N—C公式 中，xi为等距节点，C i(n)计算容易，N─C公式简便逐次等分区间的变步长法、 Romberg方法均建立在等距节点基础上.但 xi 限定为等距节点，可能使其代数精度受到限制（且在对区间[a,b]划分
时，也可能不等分）,几何上非常直观,如图7-3.
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，其几何意义是曲边梯形aABb的面积，若以梯形公式计算I ( f )≈(b-a)[f(a)+f(b)]/2
即以a,b为节点(n=1)，用直线AB近似曲线。也即以梯形aABb的面积近似替代曲边梯形面积。

[image: image997]
由于假定是等距节点，因此n=1只能以a,b为插值节点，若不限定为等距节点，即可选择两个节点，如以x1,x2为节点，做直线A(B(近似曲线,也即以梯形面积aA(B(b近似曲边梯形面积，更准确一些，这表明：我们可选择合适的节点（不限定为等距节点）有可能进一步提高求积公式的代数精度。
我们已知N—C公式是由n+1个点构造一个小于等于
n次的插值多项式Ln(x)逼近f (x)，所以插值型求积公式 ：
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的代数精度不会低于n次，即对
f (x)=1,x,x2,…,xn准确成立。
( 这一点在误差估计式中f（ n+1）( ( ) = 0，因此误差为0非常清楚）亦即插值型求积公式的代数精度至少为n次，即代数精度最低为n次，那么最高能达到多少次代数精度呢? 
若只取n个点，
N-C公式为： 
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则最低次代数精度为n－1次，最高为多少次？若在上述公式中，限定xi为等距节点，则只有Ai可选择，为确定Ai(i=1,2,…,n)，按待定系数法，可设上述公式对f(x)=1,x,x2,…,xn-1成立(构成n个方程的线性方程式求解出A1, A2,…,An 。
假如xi也可选择，则在上述公式中，有xi , Ai (i=1,2,…,n)共2n个参数待定，按待定系数法可设上述公式对f (x)=1,x,x2,…,xn-1, xn, xn+1, …,x2n-1成立(构成2n个方程的非线性方程组可确定x1, x2,…, xn及A1, A2,…, An。
这表明插值型求积公式：
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的代数精度不会超过2n－1次。        
可证明：
            插值型求积公式的代数精度最高不超过 2n－1次。
例10
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试确定x1, x2, A1, A2使其具有3次代数精度。
解：设对f ( x )=1, x, x2, x3准确成立，可得： 
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写作矩阵为：

[image: image1003.wmf]1

12

2

22

1

12

33

2

12

1

11

1

2

1

3

)

1

4

A

xx

A

A

xx

A

xx

æö

æö

æö

ç÷

=

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø

èø

æö

ç÷

æö

æö

=

ç÷

ç÷

ç÷

èø

ç÷

èø

ç÷

èø



[image: image1004.wmf]1

22

1

12

33

2

12

1

22

12

33

12

12

1

3

 

1

4

1

1

11

3

    

1

1

2

4

A

xx

A

xx

xx

xx

xx

-

-

æö

æö

æö

ç÷

Þ=

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø

èø

æö

æö

æö

æö

ç÷

Þ=

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø

èø

èø



[image: image1005.wmf]1

22

1**

12

33

12

3332

2122

233222

2232

12121221

2111

1

2232

1222

22

3332

1212

1221

1211

1

,

11

()

1111

1

()

T

xx

AAA

A

xx

xxxx

xxxxxxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

-

-

-

æö

==-

ç÷

èø

æöæö

--

==

ç÷ç÷

--

--

èøèø

æöæö

-

æöæö

=

ç÷ç÷

ç÷ç÷

-

-

èøèø

èøèø

而

（

代

数

余

子

式

构

成

的

伴

随

阵

）

因

此

：

22

112212

22

3322

1212

2112

22

3322

1221

12212112

12

1212

()()

1

()

1

xxxxxx

xxxx

xxxx

B

xxxx

xxxxxxxx

xx

xxxx

æö

+++

-

ç÷

æö

--

ç÷

===

ç÷

ç÷

-

--

+-

èø

ç÷

èø



[image: image1006.wmf]1212

22

2222

1

1

3

,0

1

1

2

4

11

1

1

1

3

34

1

1

11111

2

4

342

Buxxvxx

uvuuvu

vvvv

uu

vvvv

æö

æö

ç÷

==+=¹

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø

ì

æö

--

--=

æö

ç÷

ï

æö

ï

ç÷

Þ=

ç÷

ç÷

í

ç÷

ç÷

ç÷

ï

èø

--=

èø

ç÷

ï

î

èø

代

入

得

：

，

令

：

即

：



[image: image1007.wmf]22

2

2

2222

222

44312

2121

44312

21

3232

32

84211816

42312242383

3932433

31

128691624947301,,0

46

uvuv

uuuu

uv

uuuuuuuuuu

uuuuuuuuv

ì

--=

ï

æöæö

ÞÞ---=-

í

ç÷ç÷

-=

èøèø

ï

î

æö

Þ-+-=-+Þ-+-=-+

ç÷

èø

Þ-+-=-+Þ-+=Þ=Þ=



[image: image1008.wmf]12

12

2

1111

12

12

12

1122

1

1

3

4

       0

1

1

0

6

6

11

(1),   0

66

0.788680.21132

1111

11

0.211320.78868

22

33

1

1

1

2

2

xx

u

u

v

v

xx

v

xxxx

xx

AA

AA

xAxA

+=

=

ì

ì

ì

=

ïïï

=Þ

ííí

=

=

=

ï

ïï

î

î

î

Þ-=Þ-+=

æöæö

Þ=±»Þ=+»

ç÷ç÷

èøèø

+=

ì

ï

ÞÞ==

í

+=

ï

î

两

组

解

：

，

，

舍

去

这

组

再

代

入



[image: image1009.wmf] 1

 0

11111

()11

222

33

fxdxff

æö

æöæö

æöæö

»++-

ç÷

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø

èøèø

èø

ò

可

得

求

积

公

式

为

：


这里n=2,两个点代数精度能够达到3次,即2n－1=3,为Gauss型求积公式，其几何意义，如图：以梯形OA(B(1，近似曲边梯形OAB1，称x1,x2为Gauss点。

[image: image1010]
带权函数的Gauss型求积公式
定义如果一组节点x1,x2,…,xu,( [a,b]，能使求积公式： 

[image: image1011.wmf] 
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具有2n－1次代数精度，则称这组点{xk}为Gauss点，此公式称为带权函数(( x)的Gauss型求积公式。 
显然，我们可按上述例题方法，求解非线性方程组，确定出Ak, xk这2n个参数(k =1,2,…,n)（设对f (x)=1,x,…x2n-1成立），可使求积公式达到最高代数精度2n－1次，即求积公式为Gauss型,但，我们看到：一般求解非线性方程组很困难，所以通常还需寻求别的方法。
  一般方法是利用正交多项式求出Gauss点与相应的求积系数，即选取正交多项式的零点为Gauss点。
  下例说明Gauss点与正交多项式的关系： 

	

	教学重点与难点
	重点：龙贝格算法
难点：Gauss点的构造 

	讨论、练习、作业
	P190,12,13 


	章节名称
	6.5高斯求积公式（2）

6.6数值微分
	

	第 10周第2 次课
	讲授
	2学时
	

	教学目的及要求
	掌握高斯求积公式的应用，和数值微分公式 
	

	教学内容提要
	备注
	

	1. Gauss—Legendre求积公式 
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定义在[－1, 1]上，权函数( ( x ) ( 1的正交多项式

[image: image1013.wmf] 

2

1

() [(1)](1,2,3,...)732

2!

n

n

n

nn

d

pxxn

ndx

=-=-

（

）



[image: image1014.wmf]():

n

px



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1015.wmf]0

1,

p

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1016.wmf]2

(2)!

(1):

!

n

n

n

nd

x

ndx

éù

-

ëû



[image: image1017.wmf]1

,

px

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1018.wmf]2

2

1

(31)

2

px

=-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1019.wmf]3

3

1

(53),

2

pxx

=-


Legendre多项式零点(Gauss点)及对应的系数
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截断误差随n的增大，越来越小( 0，非常精确，( 更高阶的
（n更大的） Gauus型求积公式不用。 
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从[-1,1]推广到[a,b]
上面是在[－1 , 1]上，对任意区间[ a , b ]可作变量代换


[image: image1024.wmf][

]

[

]

  1

  1

 1

 1

1

               1,1,,

22

()  

222

() ()

22

b

a

n

kk

k

abba

xttxab

bababa

fxdxftdt

baba

FtdtAFt

-

-

=

+-

=+Î-Î

-+-

æö

=+

ç÷

èø

--

==

òò

å

ò

则

：


点tk为n次Legender多项式pn ( t )的零点，Ak同前一样。 
部分Gauss-Legendre求积公式的节点与求积系数值
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若用n=2的Gauss-Legendre求积公式计算，由表，
  x1=-0.57735027， x2=0.57735027，A1,2=1，则
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若用n=3的Gauss-Legendre求积公式，查表7-2得：
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其误差为：
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6.6数值微分
6.6.1差商代替导数
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第二种方法称为中点法： 
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由图可见：BC的斜率的更接近AT的斜率，所以中点法更精确一些。 

[image: image1036]
中点法的Taylor公式推导
其实中点法还可由Taylor公式推出： 
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由上式减下式除以2h再移项可得： 
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差商代替微商的特点：将导数的计算归结为f (x)在若干点的函数值的计算。 
为利用中点公式： 
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        将f (a ( h)在x = a处作Taylor展开： 
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由此可知，从截断误差的角度看，步长越小，计算结果越准确，即逼近的精度越高，但从计算的角度看，h越小，三个公式的分子变成两个很接近的数相减，如中点公式，h很小时f (a + h)与f (a－h)很接近，若相减则其计算结果的有效数字将大大减少，因此，从舍入误差的角度看。步长不宜太小。 
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[image: image1042]
h逐渐减小，趋于0，此时，计算结果与 比较，h=0.1的逼近效果最好，
h再缩小，并不会得到进一步的精确值，其效果反而越来越差。 
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当然，对此例题我们可作变换 
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这样处理后，将减少有效数字的损失。 
6.7.2  插值型的微分公式
对于给定的(xi,yi)(i=0,1,2,…,n)，通常的做法是建立插值多项式Ln(x)，以Ln(x)近似f (x)，而以Ln(x)的的导数近似f (x)的导数： 
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称为插值型的微分公式。
等距节点在节点xi处的导数值的求法
1. 两点公式：
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还可再
二阶
导数： 
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所以在节点xi处 ：
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在上R[f ]中对右端再求一次导：
例14 已知函数y = ex的下列值，求x=2.7处的导数值
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或利用三点中的中点公式，h=0.2 
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中点公式： 
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	章节名称
	第7章代数特征值问题计算方法7.1幂法与反幂法
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则k足够大时，有
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所以：
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这样，我们有算法：
1、 给出初值，计算序列
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2、 若序列表现为，相邻两个向量各个分量比趋向于常数，则
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3、若序列表现为，奇偶序列各个分量比趋向于常数，则
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4、若序列表现为其他，退出不管
在幂法中，我们构造的序列
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可以看出
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因此，若序列收敛慢的话，可能造成计算的溢出或归0

改进－幂法的规范运算
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则，易知：
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所以，有：
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这样，我们有算法：
1、给出初值，计算序列
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所以，A和A－1的特征值互为倒数
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这样，求A－1的按模最大特征值，就可以求出A的按模最小特征值
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8．学生课程要求

8.1学生自学的要求

每次上课前，应明确课程目的和要求，预习每单元内容。课后抽出一定时间精心复习，做好作业。

8.2课外阅读的要求

尽量涉猎教学实施大纲推荐的专业书籍。

8.3课堂讨论的要求

师生互动，课堂气氛活跃。

8.4课程实践的要求
9．课程考核方式及评分规程

9.1出勤（迟到、早退等）、作业、报告等的要求

不迟到，不早退，按时交作业。如果你要请假，必须在上课之前发邮件给授课老师，经授课老师和班主任同意方能请假。

9.2成绩的构成与评分规则说明

总成绩=平时出勤平均成绩*30%+卷面成绩*70%（期中10%+期末60%），其中平时出勤成绩与平时上课的学习态度以及是否迟到、早退相关，均为百分制。如果每次课在未请假的情况下缺勤，无当次平时成绩。

9.3考试形式及说明（含补考）

闭卷考试

10．学术诚信规定

10.1考试违规与作弊

为规范学校对考试违规行为的认定与处理，维护考试纪律，树立良好考风，根据中华人民共和国教育部令第18号《国家教育考试违规处理办法》精神，制订本办法。
一、有下列情形之一者，为考试违纪行为：

1.进入考场不按规定入座的；

2.考试故意不携带准考证、身份证或学生证进入考场，不服从监考人员查询的；

3.不经监考人员同意传递文具等其他物品的；

4.考试结束时间到，不停止答卷或不按时交试卷的；

5.交完试卷后，有意在考场逗留而影响他人考试者或在考场附近逗留，高声谈论与考试内容相关问题的；

6.考试过程中擅自离开考场的；

7.取消了考试资格或办理了缓考未经批准参加考试的；

8.考试开始30分钟后强行进入考场参加考试的；

9.其他经监考人员认定有违反考场规则但尚未构成作弊行为的。

二、有下列情形之一者，为考试作弊行为：

1.利用各种形式夹带与考试有关材料参加考试的；

2.考试中交换试卷、答卷、草稿纸的；

3.考试中使用通讯设备的（考试需要的除外）；

4.请人代考或代替他人考试的；

5.故意销毁试卷、答卷或者考试材料的；

6.偷窃考试试卷的；

7.其他经监考人员认定为作弊行为的。

三、处理

1.凡考试违纪者，违纪课程成绩按零分记载，并给予全校通报批评。
2.凡考试作弊者，作弊课程成绩按零分记载，视情节给予警告及以上处分。

3.凡有以下考试作弊行为者，给予开除学籍处分：

⑴偷窃考试试卷者；

⑵以强制、贿买、威胁、利诱、指使等手段让他人协助作弊者；

⑶请人代考或替他人代考的双方当事者、组织作弊者；

⑷对监考人员采取报复且情节严重者；

⑸使用通讯设备作弊及其他作弊行为严重者。

10.2杜撰数据、信息等

数据图例真实，不弄虚作假。

10.3学术剽窃等

不得剽窃其他同学的实验内容，违者必究。

11．课堂规范

11.1课堂纪律

课堂教学是学校教学活动的主要环节，关系到学校的教学水平和人才培养质量。为严肃课堂教学纪律，维持正常教学秩序，树立良好的教风和学风，提高教学质量，根据学校实际，制订本规定。

一、教师课堂教学纪律要求

1、教师应严格遵守学校规定的作息时间，不得迟到或早退；不得无故缺课，不得擅自停课、调课或私自请他人代课；不得喝酒后上课；上课必须佩戴学校规定的教学上岗证，并关闭随身携带的通讯工具。

2、教师必须按照教学大纲要求，备课充分，携带教案、备课笔记等教学资料，用足上课时间；课堂讲授应简练准确，重点突出，思路清晰，条理分明；上课期间不得无故离开教室，或做与授课无关的事情；使用多媒体教室的，要严格按照操作规程操作，当多媒体设备不能正常使用时，要坚持用其他方式讲课，不得随意更换教室，更不得停课或让学生自习。

3、上课时不得穿拖鞋(机房除外)、背心，应衣冠整洁，仪表端庄，言谈得体，举止文明；课内、课间均不得在教室吸烟、吃零食；课堂教学中必须运用规范的语言和文字，讲授内容应坚持党的教育方针，杜绝庸俗、不健康的内容进入课堂。

4、教师应教书育人、以身作则，言传身教，加强课堂教学纪律的管理，加强考勤，在教学中对上课迟到、随意缺课、不遵守学习纪律的学生要及时、严肃而耐心地批评教育；对到课率低的班级或屡教不改的学生要及时向有关学院反映；对于未及时制止学生违纪现象而造成课堂纪律涣散的教师，教务处或教师所在单位要予以通报批评。

5、教师应自觉接受和配合教学管理部门、教学督导组或学校安排的听课和其他教学检查。

二、学生课堂教学纪律要求

1、学生必须按规定时间进入教室上课，迟到的学生应在教室门口报告，经教师允许后方可进入教室；不准赤脚或穿拖鞋(机房除外)、背心、吊带衣等服饰进入课堂；除学校或教学单位检查性听课、本教研室听课外，非本班学生听课必须事前取得教务处听课证，并向讲课教师出示；不允许与课堂教学无关的学生进入教室进行自习。

2、上课期间学生不准随意进出教室，不准在教室内喧哗或做其他任何有碍
课堂教学秩序的事情；教师未宣布下课，学生不得擅自离开教室，如因特殊情况确需离开教室的，须经任课教师同意；上课时应专心听讲，认真做好笔记，回答教师提问时应起立，按教师要求，积极主动配合教师安排的教、学互动活动；上课时应关闭随身携带的通讯工具，不交头接耳，不打瞌睡、不吸烟、不吃零食、不看与课程无关的书刊，不玩与教学无关的电子产品。

3、前一节课未结束，后一节课学生不可提前进入教室抢占座位。

4、讲究文明礼貌，尊重老师。各教学班应在课前安排值日生擦拭黑板。

5、严禁在课桌、墙壁、黑板上乱涂乱写，不准损坏教室内的公共设施；保持教室清洁卫生，不准随地吐痰，不准乱丢粉笔和废弃纸张等物品，不准在教室内用餐。

6、学生因病、因事不能听课者，必须事先请假。学生累计3次迟到或早退按旷课1学时计；迟到或早退10分钟以上者，按旷课1学时计；旷课1天按5学时计；旷课次数达到该门课程总课时的1/3及以上者，取消其参加该门课程考核的资格。

 11.2课堂礼仪

为了继承和发扬尊师重教的传统美德，培养学生良好的学习习惯和文明行为，规范师生的课堂行为和礼仪，全方位发挥和利用课堂教学的功能和作用，根据我校教学实际，特制定本规范。
教师在上课前5~10分钟到达授课地点。准备好教材、教案（讲稿），并检查和开启电源、投影和语音等教学设备和教学辅助材料。做好上课的各种准备工作。

学生应做好课前准备，擦净黑板、讲台，主动配合教师调试教学仪器。

上课期间，老师和学生均应关闭手机或将其调至静音状态。

上课铃响后，教师发出“上课”口令。值日生或学习委员发出“起立”口令，全体学生起立后，老师向学生问候“同学们好！”，学生向老师答礼“老师好！”，之后老师请学生入座。 

教师应采取适合的方式检查学生的出勤情况，并使用普通话授课、讨论。
教师应为人师表，自觉注重行为礼仪，衣着整洁、朴素大方，自然得体。不在上课时间使用通讯设备；不在教室内吸烟；不坐在课桌上授课或休息。

教师应尊重学生的人格和个性差异，不挖苦或变相辱骂学生，应耐心解答学生提出的问题，对暂时无法解答的问题，应予以说明。

学生上课期间不交头接耳，互相打骂、嬉笑；不阅读与所上课程无关的书籍；不吃东西、嚼口香糖、吸烟；严格遵守课堂纪律，维持教室的良好学习环境。

下课铃响后，老师向学生发出“下课”口令，值日生或学习委员发出“起立”口令，老师向学生道以“同学们再见！”，学生道以“老师再见！”，在老师离开教室后，学生陆续退出教室。

12．课程资源

12.1教材与参考书
  谢冬秀，左军编著，数值计算方法与实验. 长沙：国防工业出版社，2012年第1版 
12.2专业学术专著

[1] 高等应用数学问题的MATLAB求解.

[2] MATLAB数值计算.

12.3专业刊物

Elsevier数据库与MATLAB开发与应用相关杂志文章。

12.4网络课程资源

    清华大学：数学实验，数学系。（主要使用MATLAB）

链接：http://mathexp.math.tsinghua.edu.cn/
12.5课外阅读资源

数学家轶事http://netclass.csu.edu.cn/JPKC2007/CSU/11sxjm/index.html
13．其他必要说明（或建议）

虽然理学院走过了10多年的“数学实验”教学历程，MATLAB软件开发与应用是其中一门拓广课，但仍然感觉它是一门新课程，其内容和方法在国内外均不是很成熟，讲义内容的取舍不易掌握，虽经努力，但限于水平，仍存在不少问题，恳请各位老师和学生提出宝贵的意见。
14．学术合作备忘录（契约）

14.1阅读课程实施大纲，理解其内容

高校课程实施大纲体现了师生间强烈的契约意识，是对师生教与学行为的约束；同时，大纲设计充分反映了以学生为中心的教学理念和对学生的学习需要与学习过程的关注，是学生学习的指南和教师教学的凭借；此外，大纲是教学规范化管理的载体和教学评价的依据，教学质量监控因此而贯穿于教与学的全过程，这从根本上确保了教学的整体质量。

14.2同意遵守课程实施大纲中阐述的标准和期望

谨遵课程实施大纲中所阐述的标准和期望授课。
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