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1． 教学理念
1.1关注学生的发展
以学生为主体，关注学生情感、态度与价值观的体现与发展。教学不仅要培养学生学习知识，应用知识的能力，激发学生的主动学习的热情，同时要将学习能力的培养和人才建设的培养相结合，潜移默化地培养学生积极的人生态度，正确的价值观、人生观和科学的世界观，培养学生的自学能力、逻辑思维能力和空间思维能力，发挥学生的主观能动性。采用提问式、讨论式、启发式等教学方法，引导学生主动参与到教学过程中来。对课程内容的理解上，授课教师应对课程的重点、难点讲课思路清晰，化难为简。同时将一些实际问题作为讨论对象，有针对性的讲解，尽量采用形象化的多媒体技术进行讲述，使学生较为容易接受。
1.2关注教学的有效性

在教学内容取舍上，要讲究教学实效，根据教学目标和教学任务来进行取舍；要理论联系实际，常微分方程这门课程理论性强，较为抽象，因此，应更多的将实际问题中的实例引入课堂，这样可以引起学生对课程的学习兴趣。

1.3关注教学的策略
本课程为了取得教学实效，授课教师制作了生动形象的课件，主要由多媒体加板书的形式授课，并安排有课堂讨论、自学写读书报告、课堂练习等。
1.4关注教学价值观
第一，要完成科学知识的讲授和社会经验的传递，发展学生智育；

第二，要发展学生的智能和体能，使学生形成能力，掌握个人生存和为社会服务的本领；

第三，要重视学生操作能力、动手能力、实践能力的培养，在理论和实践结合上掌握知识，学习技术，习得方法；

第四，要对学生进行思想教育，逐步使学生树立正确的世界观、科学的人生观、形成良好道德品质、行为习惯，树立与市场经济相适应的思想和品格。
2．课程描述
2.1课程的性质
数学物理方程是数学领域偏微分方程方向的最基本的入门课程。偏微分方程理论主要研究具有实际背景的偏微分方程或偏微分方程组，是数学的基础学科之一。
2.2课程在学科专业结构中的地位、作用
数学物理方程是从物理问题中导出反映客观物理量在空间和时间上相互制约关系的偏微分方程，是物理过程的数学表达式。众多理工学科的本质问题都可归属于对相应的数学物理方程的研究。因此，数学物理方程是理工专业的一门重要的基础课和必修课。该课程以偏微分方程作为研究对象，把数学理论、求解方法和物理实际紧密融合在一起。通过应用物理定律对实际的物理问题建立数学模型，培养学生用数学语言描述物理问题的能力；通过学习典型的数学物理方程的求解，为学生储备解决实际物理问题的数学技能；通过对数学过程和物理意义的深入剖析，让学生体会到形式与内容得统一、科学内在的美。因而，这门课程的开设，不仅为后续专业课的学习奠定了必要的数学知识，而且提升了学生的数学物理素质，对学生将来进一步开展科学研究具有重要而深远的意义。课程不仅涉及知识面广，包含了高等数学、线性代数、复变函数、常微分方程、积分变换、和物理学中热广电等知识，而且有大量的繁琐数学推导，求解结果通常又是复杂的级数或者积分形式，其中又使用了三角函数或者特殊函数来表示。
2.3课程的前沿及发展趋势

   偏微分方程是研究客观世界数量间相互制约的有力工具。它的发展以核心数学中各分支的理论为基础，反过来，它的任何重大理论进展都丰富了核心数学二的内容。自Hilbert关于边值问题和变分理论的著名问题提出后的近百年来，偏微分方程的理论已取得了重大进展，远远超出了他当时所想象的范围，大大加深了人们对偏微分方程理论本身和相关领域的人数。目前从事偏微分方程理论及其应用研究的人数众多：据说占所有从事数学及其应用研究的人数的一半以上。
2.4学习本课程的必要性
数学物理方程作为现代科学技术发展所必须的一门理论基础课，不仅是方程理论性与应用性并举的一门学科，更是解决数学问题与生活问题的一种重要的工具，它在物理、化学、生物、经济等自然科学、社会科学和工程技术领域都有着广泛而深入的应用。数学物理方程主要是用数学方法探讨物理现象的一门课程。学生通过学习数学物理方程，讨论三类典型二阶方程定解问题的解的存在性、唯一性和稳定性：包括波动方程、热传导方程和位势方程等，为将来从事偏微分方程方向的科学研究以及相关的应用行业的实际工作提供知识上的储备。
3．教师简介
3.1教师的职称、学历
副教授、博士
3.2教育背景
2010.9-2013.7  四川师范大学数学与软件科学学院 基础数学专业       博士
2004.9-2007.7  四川师范大学数学与软件科学学院 运筹学与控制论专业 硕士
2000.9-2004.7  四川师范大学数学与软件科学学院 数学与应用数学专业 学士
3.3研究兴趣（方向）
    对不动点理论、变分不等式等比较感兴趣，先后在国内外学术期刊上发表论文20余篇，其中在《Journal of Mathematical Analysis and Applications》,《Fixed Point Theory and Applications》和《International Journal of Electronics and Communications (AEü) 》等杂志发表SCI论文6篇，主持四川省教育厅项目1项，海南省科技厅自然科学基金项目1项。
4．先修课程
   《数学分析》、《常微分方程》、《线性代数》等是本课程的先修课程。
5．课程目标
5.1知识与技能方面
一、本学期要学的主要内容
1、建立偏微分方程（PDE）
应用数学理论、方法及有关技巧，研究一些具有典型意义的物理现象，导出相应的数学模型──偏微分方程。
2、偏微分方程（PDE）理论初步
①、一些基本的方法和技巧：包括特征线法、分离变量法、Green函数法、Fourier变换法、能量不等式、极值原理以及基本解、广义函数等等。
②、讨论三类典型二阶方程定解问题的解的存在性、唯一性和稳定性：包括波动方程、热传导方程和位势方程。
③、二阶线性偏微分方程分类
 二、《数学物理方程》课程的特点：
1、数学理论、解题方法与物理实际有机结合。可以学到：如何根据物理现象建立偏微分方程模型及寻找求解方法，并用偏微分方程有关理论来解释物理现象。2、需要综合应用多门数学学科知识可以巩固、复习有关数学学科知识，提高综合运用这些知识的能力。如《数学分析》、《常微分方程》、《线性代数》等。3、解题过程较繁、计算量较大可以培养耐心、细致的计算能力，这也是数学专业学生必备的能力，是数学专业的基本功。
5.2过程与方法方面
  以课题讲授为主，充分运用现代教育技术进行多媒体教学，提供直观生动的图表资料以加深理解，同时结合习题课和现代应用背景加以巩固。
5.3情感、态度与价值观方面
教学要进行“知识与技能，过程与方法，情感态度与价值观”的整合。过去，侧重于学生的认知发展水平，不仅追求“知识和技能”的质量，而且崇尚“过程与方法”的完美。学生掌握学习过程和方法，比学生得到标准正确的答案更重要。方法是能力，方法是人终身受益的工具。过程是产生价值的媒体，没有过程就没有认知的发展，没有过程就没有情感、态度、价值观的升华。只有在过程中，学生才能形成正确的价值取向，培养社会责任感，形成正确的世界观、人生观；学生才能学会做人，学会生存，学会创造的本领。
6．课程内容
6.1课程的内容概要
   第一章 方程的到处和定解条件      3 学时
1. 守恒律。
2. 变分原理。
3. 定解问题的适定性。
要 求：
1. 用Newton定律、守恒律及其它实验定律方法导出偏微分方程及定解条件。
2. 用变分原理推导Euler方程及定解问题。
3. 理解定解问题的适定性以及线性赋范空间，范数的概念
第二章  波动方程      14学时
1. 一阶线性方程的特征线解法。
2. 初值问题（一维情形）。
3. 初值问题（高维情形）。
4. 混合问题。
要 求：
  1. 用特征线解法求解一类一阶线性方程。
2. 熟悉一维波动方程Cauchy问题分解为三个一维问题，这三个问题解之间的关系以及一维波动方程Cauchy问题解的表达式，依赖区间，决定区域和影响区域，掌握能量不等式，掌握半无界问题的求解。。
3. 掌握高维（二维、三维）波动方程Cauchy问题的解的表达式，熟悉惠更斯原理。
4. 掌握用分离变量法求解一维波动方程混合问题，理解其物理意义，共振现象，熟悉能量不等式，了解广义解。
第三章  热传导方程      14学时
1. 初值问题。
2. 混合问题。
3. 极值原理与最大模估计。
要 求：
1.热传导方程定解问题的解法，主要采用Fourier变换法及分离变量法。
2.热传导方程定解问题的解的性质，掌握极值原理及最大模估计。
3.系统地了解Fourier变换法及其运算、广义函数理论。
第四章   位势方程       10学时
1. 基本解与Green公式。
2. 极值原理与调和函数的性质。

3.变分方法
要 求：
1.位势方程
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的基本性质及有关技巧。

。2.掌握基本解，Green函数法，极值原理，最大模估计，能量模估计。

第五章  二阶线性偏微分方程的分类    4学时
  1. 分类。
  2. 具有非负特征的二阶偏微分方程。
要 求：
1.掌握一般二阶线性偏微分方程的分类法。

2.掌握常系数二阶线性偏微分方程化简法。

3.掌握具有二个自变量的二阶线性偏微分方程化简法
6.2教学重点、难点
  数学物理方程学习难点：
1、涉及较多的物理知识；
2、大量应用多元微积分、含参变量积分以及Fourier级数等有关的知识、技巧；
3、综合应用多门已学课程；
4、计算量较大。
6.3学时安排
	内容
	讲课（学时）

	方程的导出和定解条件
	3

	波动方程
	14

	热传导方程
	14

	位势方程
	10

	二阶线性偏微分方程的分类
	4


7.课程教学实施

7.1教学单元一
7.1.1单元教学日期
7.1.2单元教学目标

   教学目标：用Newton定律、守恒律及其它实验定律方法导出偏微分方程及定解条件。
7.1.3单元教学内容（含重点、难点）

   教学内容：第一章第一节 守恒律
教学重点：运用数学推导出三类偏微分方程
教学难点：根据物理现象建立数学模型
7.1.4单元教学过程（请详细描述教学实施过程）
  一些基本概念
·PDE(偏微分方程Partial Differential Equation):含有多元未知函数的偏导数的方程；
·ODE(偏微分方程Ordinary Differential Equation);

·PDE的阶：方程中出现的未知函数最高阶偏导数的阶；
·线性PDE：方程中的任一项或者与未知函数无关，或者是已知函数与未知函数或其某一偏导数的乘积。
·非线性PDE：不是线性的PDE统称为非线性PDE。
本课程主要讨论三类二阶线性PDE。
 例   [image: image3168.wmf]0
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 是二阶线性PDE。
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         是一阶非线性PDE。
            第一章 方程的导出和定解条件
一、本章内容：
1、根据典型的问题导出数学物理方程—偏微分方程。
2、介绍变分原理。
3、介绍偏微分方程基本概念。
二、采用方法
1、用Newton定律、守恒律及其它实验定律方法导出偏微分方程及定解条件。
2、用变分原理推导Euler方程及定解问题。
                   §1.守恒律
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一、方程推导
1、问题提法
   一长为[image: image2.wmf]l

的柔软。均匀的细弦，拉紧后让它离开平衡位置，在垂直于弦线的外力的作用下，作微小的横振动，求在不同时刻弦线的形状。
2、数学提法
[image: image3171.wmf]2
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   以弦平衡位置所在直线为[image: image3.wmf]x

轴，弦运动平面内，过弦的一端垂直于弦平衡位置的直线为[image: image4.wmf]u

轴，建立直角坐标系。
   问题的数学提法：
   设[image: image5.wmf]t

时刻，对应于[image: image6.wmf]x

点处的位移为[image: image7.wmf](,)

uxt

，求函数[image: image8.wmf](,)

uuxt

=

  
3、分析、假设
①.波动原因：
  对小段弦而言，弦受外力、张力共同作用引起位移、加速度变化，当把小段弦视作质点时，这小段弦服从Newton第二定律：[image: image9.wmf]Fma

=

（外力的合力=质量*加速度）。
②.术语及假设：
   柔软—抗拉伸，不抗弯曲，从而拉力与弦线相切。
   均匀—弦的线密度为常数，可设为[image: image10.wmf]/
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r

。
   细弦—弦的直径与长度之比远远小于[image: image11.wmf]1

，弦可视为立项的曲线。
   外力—线密度可设为[image: image12.wmf]0
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0

f

>

向上，[image: image14.wmf]0
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向下。
   微小的振动—[image: image15.wmf](,)
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，故其高阶项可近似看着为[image: image16.wmf]0

。
拉紧—弦的张力随时间的变化可忽略不计。
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4.受力分析及各物理量计算公式
①.受力分析：
如图：小段弦受外力、张力共同作用
这里[image: image17.wmf]2
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②.各量计算公式：
   垂直方向合力大小（方向向上）：
[image: image18.wmf]00
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其中[image: image20.wmf](0,1)
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轴正向的单位向量，[image: image22.wmf]s

D

为弧长。
水平方向合力大小：
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小段弦质量：[image: image25.wmf]s
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小段弦加速度：[image: image26.wmf]2
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③.各量近似、简化：
根据微小振动条件    [image: image28.wmf](,)

1

uxt

x

¶

<<

¶


因此由数学分析的近似关系：
                         [image: image29.wmf](,)
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由横向的平衡条件得：
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5.方程导出
 由Newton第二定律及前面的计算公式、近似公式可得：
  [image: image35.wmf]00

sinsintantan

||||()||||

aaaa

bbbb

fsfba

TTTT

aaaa

D--=---

  
                             [image: image36.wmf]0

00

(,)(,)

()

||

xa

xb

uxtuxt

xx

fbaTT

=

=

¶¶

¶¶

=--+


                                 [image: image37.wmf]2

2

(,)

uxt

t

s

r

¶

¶

=D


                                 [image: image38.wmf]2

2

(,)

()

uxt

t

ba

r

¶

¶

»-


于是得   [image: image39.wmf]2
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令[image: image40.wmf]0
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得：  [image: image41.wmf]22
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两边同除以[image: image42.wmf]r

，就得出弦振动方程：    [image: image43.wmf]22
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注意：由前面的推导，边界张力的垂直分量为：
     [image: image46.wmf]0
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总结：弦振动方程： [image: image48.wmf]22

2

22

(,)(,)

(,)

uxtuxt

a

tx

fxt

¶¶

¶¶

-=

，  其中[image: image49.wmf]2

0

a

T

r

=

，[image: image50.wmf]0

(,)

(,)

xt

fxt

f

r

=

。     
[image: image51.wmf]r

是弦的线密度，[image: image52.wmf]0
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左端点张力的垂直分量为：[image: image58.wmf]0
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右端点张力的垂直分量为：[image: image59.wmf]0
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二、定解条件
1、初始条件：
   ①.已知初始位移：             

       [image: image60.wmf]0
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②.已知初始速度：                
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2.边界条件：
  ①.第一类边界条件：（已知边界位移）
     [image: image64.wmf]1
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或[image: image70.wmf]2

）时，称该端为固定端。
  ②.第二类边界条件：（已知边界张力垂直分量）
      [image: image71.wmf]1
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当[image: image75.wmf]()0
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或[image: image77.wmf]2

）时，称该端为自由端。
③.第三类边界条件：（边界有弹性支撑情形）
   [image: image78.wmf]1
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三、定解问题提法（PDE术语）
1、定解条件（从方程中确定解的条件）：初始条件、边界条件的统称。
   注意：定解条件是不能随意施加的！
2、定解问题：
   方程+定解条件。
3、弦振动方程的定解问题：
  弦振动方程+两个初始条件+边界条件之一也称为弦振动方程的混合问题。
  弦振动方程的第一边值（Dirchlet）问题：   [image: image84.wmf]1
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弦振动方程的第二边值（Neumann）问题；
  [image: image85.wmf]1
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弦振动方程的第三边值问题：
  [image: image86.wmf]1
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4、Cauchy问题（或初值问题）：
[image: image3175.wmf]2
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对于弦线中某一段，如果在所考虑的时间内，弦端点的影响可以忽略不计时，可以认为弦长为无穷，这时问题化为：
[image: image3176.wmf].
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五、附注
 1、弦振动方程具有典型性，许多有关振动问题同样可以用此方程来刻画。由于振动的一个共同特征是产生波的传播，因此，此方程也称为一维波动方程。
2、弦振动方程的混合问题的边界条件也可以是三类边界条件中的不同两种。
3、高维波动方程与一维波动方程类似：
[image: image3177.wmf]||
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这里为Laplace算子，[image: image87.wmf]n

为维数。为[image: image88.wmf]n

维空间中的点。
[image: image3180.wmf]2
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通常我们称该方程为波动方程。
               波动方程的混合问题：
   波动方程的第一边值（Dirchlet）问题：
[image: image3181.wmf]2
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这里[image: image89.wmf]n

为[image: image90.wmf]¶W

的单位外法向。
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 波动方程的第二边值（Neumann）问题：
[image: image3183.wmf]22
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这里[image: image91.wmf]n

为[image: image92.wmf]¶W

的单位外法向。
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波动方程的第三边值问题：
[image: image3185.wmf]22
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这里[image: image93.wmf]n

为[image: image94.wmf]¶W

的单位外法向。
波动方程的初值问题（Cauchy问题）
[image: image3186.wmf](cos(,)cos(,)cos(,))
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4、平衡状态问题
[image: image3187.wmf]()
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   当物体在外力作用下处于平衡状态时，物体的位移不再随时间变化，此时，位移满足：    [image: image95.wmf]2
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该方程称为Poisson方程。
注：均匀弹性杆的微小纵振动
—均匀细杆在外力作用下沿杆长方形作微小振动
   设杆长方向为[image: image96.wmf]x

轴，[image: image97.wmf](,)

uxt

为[image: image98.wmf]x

处的截面在时刻[image: image99.wmf]t

沿杆长方向的位移，如上图
振动中弦上点的张力大小由胡克定理确定：[image: image100.wmf]TES
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其中，[image: image101.wmf]S

一截面积、[image: image102.wmf]E

一弹性系数（杨氏模量）、[image: image3188.wmf]22
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—杆在该点的相对伸长量。
因此，区间[image: image103.wmf][(,),(,)]
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两端所受的张力为：
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[image: image104.wmf](,)
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[image: image3190.wmf]0
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 再由Newton第二定律，可推得[image: image106.wmf](,)
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满足
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[image: image3192.wmf]0
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其中
· 为杆的密度，[image: image107.wmf]0

f

为外力线密度。
                  §1.2 能量守恒与热传导方程
一、问题
 在三维空间中，考虑一均匀、各向同性的物体，假定它内部有热源，并且与周围介质有热交换，研究物体内部温度的分布和变化。
二、问题的数学提法及假设
  建立直角坐标系，设物体所处区域为空间区域[image: image108.wmf]3
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，物体在[image: image109.wmf]t


[image: image3193.wmf]2

c

k

a

r

=

时刻，对应于[image: image110.wmf](,,,)
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点的温度为[image: image111.wmf](,,,)
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。求[image: image112.wmf](,,,)
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。
基本假设：
均匀—物体的密度为常数[image: image113.wmf]r

，单位[image: image114.wmf]3
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。
各向同性—物体的比热为常数[image: image115.wmf]c

，单位[image: image116.wmf]/

Jkkg

×

。
内部有热源—假设物体的热源强度为[image: image117.wmf]00
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，单位[image: image118.wmf]/
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，表示在单位时间，单位质量的物体所产生的热量。
引入物理量：
热流密度：[image: image119.wmf](,,,)
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，单位[image: image120.wmf]2
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        —表示在单位时间，流经与[image: image121.wmf]q

垂直的单位面积的热量为[image: image122.wmf]||

q

，方向同热流方向一致。
三、方程推导
1.热传导过程分析：
 物体的温度分布和变化的原因是物体内各部分温度不同，引起热量的传递，此
传递过程遵循能量守恒定律。
2.能量守恒定律：
物体内热量的增量，等于通过物体的边界流入的热量与物体内部热源产生的热量
总和。
3.各量计算：
我们考虑
[image: image123.wmf]W

中的任一小块物体
[image: image124.wmf]D

，其边界为[image: image125.wmf]D
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，在任一小段时间
[image: image126.wmf]12
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内，各
量计算公式。
①.热量计算：
比热为常数[image: image127.wmf]c

，质量为
[image: image128.wmf]m

，温度为
[image: image129.wmf]T

的物体的热量计算公式
[image: image130.wmf]QcmT
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对于非常值温度在[image: image131.wmf]t

时刻有
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②.热源产生热量计算：
由热源强度定义，质量为
[image: image133.wmf]m

的物体在
[image: image134.wmf]12
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时间内放出热量为
[image: image135.wmf]021
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对于一般情形有：
[image: image136.wmf]2
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③.流经[image: image137.wmf]D

边界[image: image138.wmf]D
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的热量计算：
如图，对于小块曲面[image: image139.wmf]dS

在小段时间[image: image140.wmf]t

D

内，假设热流密度及曲面单位法向分别为
[image: image141.wmf]q

及[image: image142.wmf]n

，二向量的夹角为[image: image143.wmf]a

。
小块曲面与[image: image144.wmf]q

垂直的实际有效面积为[image: image145.wmf]cos()
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由热流密度定义，在[image: image146.wmf]t
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时间内，通过[image: image147.wmf]dS

流入[image: image148.wmf]n

所指一侧的热量为：
[image: image3195.wmf]2
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将小块曲面及小段时间进行叠加可得：
在[image: image150.wmf]12
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时间内，通过[image: image151.wmf]D
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流出[image: image152.wmf]D

的热量为
[image: image3196.wmf]0

1

c

ff

=

[image: image3197.wmf]2

c

k

a

r

=

       
4.建立方程
  对小块物体[image: image153.wmf]D

在小段时间[image: image154.wmf]12
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内利用热平衡方程可得：
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利用Fourier定律：在一定条件下，热流向量与温度梯度成正比，而方向相反，即：                       [image: image155.wmf](,,,)
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这里[image: image156.wmf]k

为导热系数，—表示热流方向是从温度高处向温度低处流。
因此                       
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可以得到
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进一步，当[image: image161.wmf]u

有关于[image: image162.wmf]t

有连续一阶导数时，可得：
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整理得：
[image: image3207.wmf]2
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则方程可化为：   [image: image166.wmf](,,,)

xyz

ÎW

，[image: image167.wmf]0

t

>


[image: image3210.wmf]2

2

2

2

(,)

()

uuu

a

tr

x

frt

r

¶¶¶

¶¶

¶

+=

-

称此方程为热传导方程。
总结：热传导方程：
     [image: image3211.wmf]22
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其中[image: image3213.wmf]2
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                      [image: image170.wmf]u

为温度。[image: image171.wmf]r

是物体的密度，[image: image172.wmf]k

热传导系数，[image: image173.wmf]c

是比热，
[image: image174.wmf]0
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是热源的强度，[image: image175.wmf]r
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为吸热热源。
热量向量为：[image: image180.wmf]ku
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，通过边界[image: image181.wmf]¶W

流出[image: image182.wmf]W

的热量流密度        [image: image183.wmf] 
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这里[image: image184.wmf]n

为[image: image185.wmf]¶W

上的单位外法向量。（单位时间，
单位面积）。
四、定解条件
1.初始条件：   

        [image: image186.wmf]0
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2.边界条件：
 a.第一类边界条件：已知边界温度分布
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b.第二类边界条件：已知边界热流密度的法向分量
[image: image3216.wmf]22
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c.第三类边界条件：已知边界有热交换
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热交换定律：（在一定的条件下）在界面处沿法线法线的热流量与界面处的温度差成正比：设在[image: image194.wmf]¶W

处的外界的温度为[image: image195.wmf]1

u

，[image: image196.wmf]W

的温度为[image: image197.wmf]u

，（如图所示）
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沿[image: image198.wmf]¶W

流出的热量为：
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所以，
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其中比例系数[image: image199.wmf]0
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，称为热交换系数。
注意当[image: image200.wmf]1
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时流出的热量为证。于是，
热传导方程的混合问题：
热传导方程的第一边值（Dirchlet）问题:
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热传导方程的第二边值（Neumann）问题:

[image: image3223.wmf](*)


这里[image: image201.wmf]n

为[image: image202.wmf]¶W

的单位外法向。
热传导方程的第三边值问题：
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这里[image: image203.wmf]n

为[image: image204.wmf]¶W

的单位外法向。
热传导方程的初值问题(Cauchy问题)：
[image: image3225.wmf]2222
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平衡状态问题：
当物体热流处于平衡状态时，物体的温度不再随时间变化，此时，温度满足：
               [image: image205.wmf]2
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该方程称为Poisson方程。
五、一维、二维热传导方程
1.细杆的热传导问题:

如果物体可看成一根细杆，它的侧表面绝热，与周围介质的热交换只在杆的两端进行，如果在任意一个与杆的轴线垂直的截面上，初始温度和热源强度变化很小，那么我们可以近似地认为杆上的温度分布只依赖于截面的位置，因此，如果杆的轴线为[image: image207.wmf]x

轴，则方程可改写为：
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2.中心对称球的热传导问题：
考虑一半径为[image: image210.wmf]R

的球体，它通过表面与周围介质有热交换，如果在球面上所有点所受周围介质的影响都相同，且球内任意一点的初始温度和热源强度只依赖于它到球心的距离而与它的方位无关，则方程为：
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3.二维轴对称问题的热传导方程：
考虑一高度为[image: image214.wmf]H

，半径为[image: image215.wmf]R

的圆柱形物体，引入柱坐标系，取柱体的轴线为[image: image216.wmf]z

轴，下底落在[image: image217.wmf]0
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平面上，假设在柱体的侧表面和上、下底上给出的边界条件只分别依赖于[image: image218.wmf]z

和[image: image219.wmf]r

（点到轴线的距离），且柱体初始温度和内部热源也只是[image: image220.wmf]r
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7.1.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.1.6作业安排及课后反思 

    作业：习题一1,2，6,7,8
课后反思：
1．如何运用守恒律建立数学模型，并求解出方程的表达式。

7.1.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．定积分，二重积分，三重积分的求解。
7.1.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p1-15
7.2教学单元二
7.2.1单元教学日期
7.2.2单元教学目标

   教学目标：用变分原理推导Euler方程及定解问题。
7.2.3单元教学内容（含重点、难点）

   教学内容：第一章第二节 变分原理

教学重点：极小曲面问题

教学难点：膜的平衡问题
7.2.4单元教学过程（请详细描述教学实施过程）
                        §2 变分原理
一、概念与记号：
1.函数空间：
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中的有界闭集。
[image: image237.wmf]0

2

R

C

¥

（

）

函数实例： 
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其中[image: image238.wmf]k
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为常数，满足：
2.泛函：
 函数集合到实数集的映射称为泛函。例如：
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3.变分问题：
某一特定泛函在其定义域上的极值问题称为变分问题。
例如：求[image: image242.wmf]1
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下面考虑一个数学分析的基本问题：
设[image: image244.wmf]()
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是[image: image245.wmf]W

上的连续函数，要找函数集合[image: image246.wmf]X

，满足：
1. [image: image247.wmf]X

尽可能小；
2. [image: image248.wmf]X

中函数的性质尽可能好，
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也称为实验函数空间。
二、基本引理：
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Green公式：设为[image: image265.wmf]2
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对于高维情形，[image: image271.wmf]m
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中类似有：
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一般地，有分部积分公式：
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这里，[image: image274.wmf]12
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的单位外法向量。
                         §2.1   极小曲面问题
一、问题
 考虑平面上有界区域[image: image276.wmf]W

，在边界[image: image277.wmf]¶W

上给定一条空间曲线[image: image278.wmf]l

，
[image: image3234.wmf]22

[]

2

()()()()

()()

xxyy

T

uvuvdxdyuvfdxdyuvpds

jJuv

eeee

ee

G

WW

+++-+-+

=+=

òòòòò


[image: image3235.wmf]'
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求一张定义在[image: image279.wmf]W

上的曲面[image: image280.wmf]S

，使得
1. [image: image281.wmf]S

以[image: image282.wmf]l

为周界；
2. [image: image283.wmf]S

的表面积最小。
二、问题的另一种提法
在所有定义在[image: image284.wmf]W

上并以[image: image285.wmf]l

为周界的曲面中，求一曲面[image: image286.wmf]S

，使得它的表面积最小。
三、问题的变分提法：
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上的空间曲线[image: image289.wmf]l
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为周界的曲面集合[image: image292.wmf]M
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中求曲面[image: image293.wmf](,)
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，使得它的表面积最小。
由于[image: image294.wmf]M

j

有以下表示：[image: image295.wmf]1

()|(,)(,),(,)

{}

wxyxyxy

MwC

j

j

=Î¶W

=ÎW
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上的曲面[image: image297.wmf](,)
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面积计算公式为：
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因此，极小曲面问题转化为：
求[image: image298.wmf](,)
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四、变分问题的Euler方程
（极值必要条件）：
Step1.问题转化：
设[image: image300.wmf]u

为问题之解。令   [image: image301.wmf]1

0

()|(,)0,(,)

{}

vxyxy

MvC

=Î¶W

=ÎW


[image: image3240.wmf]0

vM

"Î

则对于任意的[image: image302.wmf]0

vM

Î

及任意的[image: image303.wmf]R

e

Î

有：
             [image: image304.wmf]wuvM

j

e

=+Î


对于[image: image305.wmf]0

vM

Î

作函数[image: image306.wmf]()

j

e

，[image: image307.wmf]R

e

Î

，
[image: image3241.wmf]*

()
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Step2.计算、导出积分形式的必要条件：
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Step3.导出Euler方程（即，必要条件）：
若[image: image312.wmf]2
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，则由Green公式得：
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（*）式对于任意的[image: image314.wmf]0
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成立。
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由引理2.1，从而得到必要条件（假设[image: image317.wmf]2
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）：
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该方程称为极小曲面方程，是该变分问题的Euler方程。
总结（必要条件）
[image: image3251.wmf]0
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设[image: image318.wmf]2
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，则如果[image: image319.wmf]u

是变分问题  的解，那么[image: image320.wmf]u

是极小曲面方程的下述定解问题的解：
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Step4.充分性：
设[image: image321.wmf]12
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是上述定解问题的解，
[image: image3253.wmf]u

p

T

n

¶

=

¶

如在证明必要性一样定义[image: image322.wmf]()
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于是，[image: image331.wmf](,)
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为变分问题之解。
注：极小曲面问题为非线性问题，一般情况下其解不满足唯一性。
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示例：
变分问题求解步骤总结：
Step1.问题转化：
设[image: image332.wmf]u

为问题之解，取集合[image: image333.wmf]0
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满足：
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Step2.计算、导出积分形式的必要条件：
利用[image: image340.wmf]()
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在[image: image341.wmf]0
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时取得最小，求[image: image342.wmf]'
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Step3.导出Euler方程：
将关于[image: image344.wmf]v

的导数通过分布积分或Green公式转移到仅含有[image: image345.wmf]u

的关系式上，再应用引理2.1导出方程。
Step4.充分性：上面的方法是反推上去，得[image: image346.wmf]'
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                         §2.2 膜平衡问题
一、问题：
1.问题的物理提法：
考虑一处于紧张状态的薄膜，它的部分边界固定在一构架上，而另一部分边界上受到外力的作用；若整个薄膜在垂直于平衡位置的外力的作用下处于平衡状态，问膜的形状任如何?

2.问题的数学假设及提法：
a.作坐标系，设膜的水平投影为[image: image348.wmf]xoy

面上的区域[image: image349.wmf]W

，[image: image350.wmf]u

轴垂直于[image: image351.wmf]xoy

面并与[image: image352.wmf]x

，[image: image353.wmf]y

轴构成右手系。
b.膜对应于[image: image354.wmf](,)
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点的位移设为[image: image355.wmf](,)
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。
c.区域[image: image356.wmf]W

的边界[image: image357.wmf]g
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，其中[image: image358.wmf]g

上已知膜的位移为[image: image359.wmf](,)
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，[image: image360.wmf]G

上膜的边界受到外力的作用，外力的线密度为[image: image361.wmf](,)
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。
d.膜对应于[image: image362.wmf](,)
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点所受的外力面密度设为[image: image363.wmf](,)
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。求处于平衡状态下的膜形状[image: image364.wmf](,)
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。
二、推导：
1.膜平衡条件—最小势能原理：
受外力作用的弹性体，在满足已知边界位移约束的一切可能位移中，以达到平衡状态的位移使物体的总势能达到最小。总势能=弹性势能-外力作的功。
2.总势能表达式：
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3.已知边界位移约束的一切可能位移条件：
a.满足已知的位移约束，即：[image: image3257.wmf]22
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b.总势能表达式有意义： 

[image: image366.wmf]1
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，由上分析得：已知边界位移约束的一切可能位移为函数集：
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4.问题的变分提法：
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 求[image: image368.wmf]uM
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5.变分问题的Euler方程（必要条件）
 Step1.问题转化：
设[image: image369.wmf]u

为问题之解，考虑[image: image370.wmf]M
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的任意两解之差所在的集合：
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则函数[image: image378.wmf]()
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时取得最小值，[image: image380.wmf]'
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Step2.计算、导出积分形式的必要条件：
由于：
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于是，由[image: image381.wmf]'

(0)0

j

=

，得
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Step3.导出Euler方程：
设[image: image382.wmf]2
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，则由分部积分公式得：
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上的单位外法向量。因此，
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从而由引理2.1，得到：
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注意，（*）式中的边界积分还没有起作用，返回到（*）式：
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将（**）式代入，得：
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即
[image: image3278.wmf](*)
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的位移约束条件：
我们得：若[image: image395.wmf](,)
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其中[image: image397.wmf]n

为[image: image398.wmf]¶W

的外法向。
Step4.充分性：
我们这里来直接证明（*）的解是变分问题的解。
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所以，[image: image401.wmf]()()
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               结论
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其中[image: image404.wmf]n

为[image: image405.wmf]¶W

的外法向，[image: image406.wmf]()
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在本节定义。
位势方程（或Poisson方程）
                     [image: image408.wmf]uf
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特别[image: image409.wmf]0
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，称为Laplace方程。
Laplace方程的解为调和函数。
定解问题（*）是位势方程的一种混合边值问题。
总结：位势方程的导出
①.由波动方程：
            [image: image410.wmf]tt
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  [image: image411.wmf]Þ
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②.由热平衡方程：
            [image: image413.wmf]t
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③.膜平衡方程：    [image: image416.wmf]uf
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，
 还可通过简化极小曲面方程得出，等等。
位势方程边值问题：
位势方程的第一边值（Dirchlet）问题：
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位势方程的第二边值（Neumann）问题：
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这里[image: image417.wmf]n

为[image: image418.wmf]¶W

的单位外法向。
位势方程的第三边值问题：
[image: image3297.wmf]11
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这里[image: image419.wmf]n

为[image: image420.wmf]¶W

的单位外法向。
§3  定解问题的适定性
一、偏微分方程术语：
1.偏微分方程（PDE）:

关于未知函数[image: image421.wmf]1
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，[image: image422.wmf]2
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的偏微分方程是指形如：
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的方程，其中[image: image423.wmf]1
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，[image: image424.wmf]F

为[image: image425.wmf]x

，[image: image426.wmf]u

及[image: image427.wmf]u

的有限个偏导数的已知函数。
2.偏微分方程的阶：
偏微分方程（*）中含有的未知函数导数的最高阶数称为方程（*）的阶。
3.偏微分方程的解：
如果将定义在[image: image428.wmf]W

上的函数[image: image429.wmf]()
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代入方程后，这个方程在[image: image430.wmf]W

成为恒等式，则称[image: image431.wmf]u

为方程在[image: image432.wmf]W

上的解。
4.线性偏微分方程：
当[image: image433.wmf]F

关于[image: image434.wmf]u

及其偏导数为线性时，称方程（*）为线性偏微分方程。
例：        [image: image435.wmf]uxfx
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5.非线性偏微分方程：
   不是线性的偏微分方程称为非线性偏微分方程。
[image: image3300.wmf]2
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例：极小曲面方程
6.偏微分方程定解问题：
偏微分方程连通它对应的定解条件构成偏微分方程的定解问题。
二、定解问题的适定性：
​—偏微分方程的最基本问题
1.解的存在性；
2.解的唯一性；
3.解的稳定性。
如果一个定解问题的解是存在的、唯一的和稳定的，则称该定解问题是适定的，也即：在数学上就认为它的提法是正确的。
1.偏微分方程解的存在性：
例：对于定解问题：
[image: image3301.wmf]1
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其中[image: image443.wmf]n

为[image: image444.wmf]¶W

的外法向，[image: image445.wmf]g
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。
若[image: image446.wmf]21
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，且满足上面三个方程，则称[image: image447.wmf]u

是上述定解问题的解。
注：1.方程中出现的[image: image448.wmf]u

及其偏导数要求在[image: image449.wmf]W

中连续；
     2.边界条件中出现的[image: image450.wmf]u

及其偏导数要求从[image: image451.wmf]W

中连续到相应边界。
按上述要求定义的解称为古典解（Classical solution）。降低要求还可以定义：弱解、强解、粘性解等等。
解的存在性依赖于解的定义！如无特别说明，我们所讲的解都指古典解。
2.偏微分方程解的唯一性：
  定解问题之解再考虑的函数类中是否只有一个。因此，解的唯一性也依赖于所考虑的函数类。
3.偏微分方程解的稳定性：
  ①.直观提法：因为定解数据（如初值、边值及方程的非齐次项等）一般都是通过测量得到，不可能绝对正确，所以人们关心对于定解数据的微小差异，是否会引起解的完全失真？此即稳定性问题。
②.严格的数学定义比较复杂：稳定性是一种连续性，涉及到所考虑的函数空间。
a.范数概念：
线性空间 设[image: image452.wmf]G

为一个函数集合，如果对于任意两个函数[image: image453.wmf]12

,

ffG

Î

必有[image: image454.wmf]12
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），则称[image: image456.wmf]G

为线性空间。
线性赋范空间：如果[image: image457.wmf]G

是线性空间，且对于任意的[image: image458.wmf]fG

Î

，都有一个非负的实数[image: image459.wmf]f

与它对应，且适合：
（1）.若[image: image460.wmf]12
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，则[image: image461.wmf]1212
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；（三角不等式）
（2）.若[image: image462.wmf]fG
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，则[image: image464.wmf]afaf
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（3）. [image: image465.wmf]0
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，其中等号当且仅当[image: image466.wmf]0
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时成立。（正定性）
则称[image: image467.wmf]G

为线性赋范空间，[image: image468.wmf]f

称为[image: image469.wmf]f

的范数或模。
b.函数间距离：
对于函数集合，如果按照某种方式引入了范数，则对于任意的[image: image470.wmf]12
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可用[image: image471.wmf]12
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的大小来表示它们的接近程度。
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d.稳定性定义：
例：   
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将已知函数组[image: image472.wmf]{,,}
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看作是某线性赋范空间[image: image473.wmf]G

中的元素，把对于的问题的解[image: image474.wmf]u

看作是另一线性赋范空间[image: image475.wmf]U

中的元素，如果对于任意的[image: image476.wmf]{,,}
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[image: image3305.wmf]11
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时，有    

即当[image: image481.wmf]111
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在[image: image482.wmf]G

中趋向于[image: image3306.wmf]()
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时，[image: image483.wmf]1
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在[image: image484.wmf]U

中趋向于[image: image485.wmf]2

u

，则称问题（*）
对于边值及非齐次项是连续依赖的。

7.2.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.2.6作业安排及课后反思 

    作业：习题一12,13，14，15(1)b),(2),(3)，16（1）,17，18,
课后反思：
1．极小曲面问题和膜的平衡问题。

7.2.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．函数空间概念的理解。
7.2.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p16-23

7.3教学单元三
7.3.1单元教学日期
7.3.2单元教学目标

教学目标：一类一阶线性方程Cauchy问题的求解。
7.3.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第三讲   第二章 波动方程§1.一阶线性方程的特征线解法
教学重点：一类一阶线性方程的求解，转化为常微分方程进行求解
教学难点：由特征方程求解特征线
7.3.4单元教学过程
                        第二章 波动方程
                            §1.一阶线性方程的特征线解法
本节讨论一类最简单的偏微分方程求解法。
一、问题
求解一阶线性方程Cauchy问题：
[image: image3307.wmf](2)

         (1)

注意：这里[image: image486.wmf]t

u

的系数为[image: image487.wmf]1

。
二、解法（特征线性）
1.思路（化为常微分方程）：
对于函数[image: image488.wmf](,)
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，当取[image: image489.wmf]()
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时，有[image: image490.wmf]((),)
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。
[image: image3308.wmf](3)

关于[image: image491.wmf]t

求导得：
若取[image: image492.wmf]()

st

满足：[image: image493.wmf]'
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，则方程化为：
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                           [image: image494.wmf]0

t

>


记[image: image495.wmf]()((),)
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，则方程进一步化为：
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[image: image3311.wmf](4)
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此为一阶线性常微分方程，于是将问题转化为求解一阶常微分方程问题。
图示：               
对任意一点[image: image496.wmf]00
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xt

，取[image: image497.wmf]()

st

满足：[image: image498.wmf]'
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。
则沿曲线[image: image500.wmf]()
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，方程化为：常微分方程
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，则[image: image502.wmf]'
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2.特征线
 由以上讨论知，求解问题（1）的关键在于寻找曲线[image: image503.wmf]()
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，满足：
                       [image: image3315.wmf]22
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、
这一曲线称为方程（1）的特征线，更精确地有以下定义：
定义：对于方程（1），常微分方程初值问题：
[image: image3316.wmf][][]
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（2）
之解称为（1）的特征线，（2）的第一个方程称为特征方程，其中[image: image504.wmf]c

为任意常数。  

沿特征线简化方程：
记特征线方程（2）所得的特征线为[image: image505.wmf](,)
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                      [image: image506.wmf](,)((,),)
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则（1）化为：
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求解（3）得函数[image: image507.wmf](,)
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，即[image: image508.wmf]((,),)(,)

uxtctUtc

=

，为求[image: image509.wmf](,)
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，将其代入即得。
三、求解步骤
Step1.作特征方程并求特征线
由方程（1）形式，可得方程的特征方程的初值问题为：
[image: image3318.wmf]1
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，求解得特征线[image: image512.wmf](,)
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。

Step2.沿特征线简化方程并求解
[image: image3319.wmf]22
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在方程（1）中，令[image: image513.wmf](,)
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， 解常微分方程得[image: image515.wmf](,)
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Step3.还原变换得解
   令[image: image516.wmf](,)
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，从此式中解得[image: image517.wmf](,)
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，将其代入即得
                          [image: image518.wmf](,)(,(,))
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四、例：求解下列Cauchy问题：
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解：1.求特征线
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解得  [image: image519.wmf]1
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解得：
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3. 
由[image: image521.wmf]1
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注1：如果两条不同的特征线相交，则在交点处解的值不能确定。
如右上图所示：两条特征线[image: image523.wmf]1
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与[image: image524.wmf]2
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相交，
此时，在该点附近无法由[image: image526.wmf](,)
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的值。要特征线不相交，需要函数[image: image529.wmf](,)
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注2：特征线法同样可用来求解多维一阶线性PDE的初值问题：
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此时，特征线满足常微分方程组：
[image: image3330.wmf]2
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其解[image: image530.wmf](,)
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就是一簇特征曲线，
沿特征曲线问题化为：
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即当[image: image532.wmf]111
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中趋向于时，[image: image534.wmf]1
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在[image: image535.wmf]U

中趋向于[image: image536.wmf]2
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，则称问题（*）对于边值及非齐次项是连续依赖的。

7.3.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.3.6作业安排及课后反思 

    作业：习题二3(2),(4)
课后反思：
1．特征线解法的步骤。

7.3.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．一阶常微分方程的求解。
7.3.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p16-23

7.4教学单元四
7.4.1单元教学日期
7.4.2单元教学目标

教学目标：一维波动方程的求解（先求形式解，再验证）。
7.4.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第四讲   第二章 波动方程§2. 初值问题（一维情形）
2.1 问题的简化 2.2 解的表达式

教学重点：一维波动方程Cauchy问题分解成(Ⅰ)、（Ⅱ）、[image: image3333.wmf](,,)(,)
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（Ⅲ）三个问题，三个问题相互之间解的关系
教学难点：问题（Ⅱ）的求解。
7.4.4单元教学过程
 §2   初值问题（一维情形）
2.1 问题的简化
一、问题
求解一维波动方程的Cauchy问题
[image: image3334.wmf](,)(,,)(,,)
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简化问题思路：
这是一个线性问题，为了简化求解过程，我们可以利用线性问题叠加原理，将问题分解为三个问题，其中每个问题均有二个齐次方程一个非齐次方程构成，主要问题化为三个相对简单一点的波动方程的Cauchy问题。
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（Ⅲ）
由线性问题叠加原理，显然有[image: image537.wmf]123
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    上述三个问题的解之间又由关系：只要求出了[image: image538.wmf]2
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的表达式。
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定理2.1 设[image: image542.wmf]2
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是定解问题（3）的解，则定解问题（2）（4）之解[image: image543.wmf]1
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可分别表为：       
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（齐次化原理）
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定理2.1的证明：1.先证[image: image3345.wmf]3
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满足（2）。由定义[image: image553.wmf](,)
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因此，
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因此        满足问题（2）。
2.证
           [image: image3353.wmf](4)
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满足（4）。
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于是有
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于是，          
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即                      
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                                                                        证毕。
定理2.1的进一步理解：
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②. （Ⅲ）
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物理意义：
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其中，
而[image: image557.wmf](,,)
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因此，    
不妨设弦的线密度为[image: image558.wmf]1
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所以，Cauchy问题
的解可以按下述方法得到：
   将区间[image: image572.wmf][0,]
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这就是我们前面的公式。
附注1：在定理证明过程中，我们没考虑其中各种运算合法性，因此，这一公式只是一种形式上的公式。
偏微分方程的求解过程往往采样这样的步骤：
先求形式解，即在求解过程中，不放先假定所有的运算都是合法的，然后再讨论对定解资料要加些什么条件才能保证所得的形式解确实是真正的解，即具有所需要的连续可微性，并适合方程和定解条件。
附注2：本定理的结论也适用于高维的波动方程Canchy问题。
附注3：对于热传导方程的Canchy问题也有类似于本定理的结论。
附注4：对于带有齐次边界条件的热传导方程和波动方程的定解问题，也有类似于本定理的结论。
附注5：对于常微分方程的初值问题 情形，也有类似与本定理的结论。（参见Page 108,1、2）
 2.2 解的表达式
一、问题
[image: image3384.wmf]()
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求解一维波动方程的Cauchy问题：
二、求形式解
   由上节讨论，我们只须求解以下问题：
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我们这里介绍两种解法：
解法1：特征线法（这是教材上的解法。）
第一步：将算子[image: image583.wmf]:

分解。
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即，
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注意，这里[image: image584.wmf]a

是常数。
令    [image: image3393.wmf]22
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则由方程     [image: image3395.wmf]a
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得，         
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这就将一个二阶方程化为两个一阶方程。再由初始条件得：
        [image: image585.wmf](,0)0
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，
因此，问题化为求解两个一阶线性方程的Cauchy问题：
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因此，可用特征线法先求出[image: image586.wmf]v

，再求出[image: image587.wmf]u

，就得到所求解的表达式。
解法2：①，先求方程[image: image588.wmf]0
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的通解。
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在变换      
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下化为[image: image590.wmf]0
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，积分两次得：
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和[image: image593.wmf]G
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上的任意函数。于是，
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                         总结
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的通解为：
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其中[image: image598.wmf]F

和[image: image599.wmf]G
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上的任意函数。
②.由通解求Cauchy问题的解。
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我们只要利用初始条件来确定这两个和函数，即可得出问题（2）（3）（4）之解。
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因此得问题（1）之解为：
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三、验证
前面所得得解表达式仅仅为问题（1）的形式解，是我们在不考虑各种运算合理性情况下推得的，其合法性尚需验证。
定理2.2 若[image: image611.wmf]2
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，则由表达式（8）给出的函数[image: image615.wmf]u
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，且是定解问题（1）之解。
定理证明思路：
1.计算函数[image: image617.wmf]u

的二阶导数，从而证明函数[image: image618.wmf]u

具有连续的二阶导数。
2.证明函数[image: image619.wmf]u

满足方程及初始条件。
四、性质
推论 若[image: image620.wmf]j

，[image: image621.wmf]y

，[image: image622.wmf]f

为[image: image623.wmf]x

的偶（奇，周期）函数，则由表达式（8）给出的函数[image: image624.wmf]u

也必为[image: image625.wmf]x

的偶（奇，周期）函数。
注意 这里我们只能说表达式（8）给出的函数，而不能说定解问题（1）的解。这是因为我们还不知道问题是否有其他解，一旦证明问题之解为位移，我们可以说问题之解满足这一性质。
证明：以奇函数为例加以证明。
      当[image: image626.wmf]j

，[image: image627.wmf]y

，[image: image628.wmf]f

为[image: image629.wmf]x

的奇函数，则   
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                             证毕。
7.4.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.4.6作业安排及课后反思 

    作业：习题二1,2,4(提示：作变换[image: image631.wmf]()

hxu
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=

),8(提示：分为三个一维问题)
课后反思：
1．一维波动方程Cauchy问题分解为三个问题的方法和步骤。

7.4.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．积分号下求微商，积分号下取极限，交换积分次序。
7.4.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p35-41
7.5教学单元五
7.5.1单元教学日期
7.5.2单元教学目标

教学目标：掌握依赖区间、决定区域和影响区域，理解能量不等式。
7.5.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第五讲   第二章 波动方程§2. 初值问题（一维情形）
2.3 依赖区间、决定区域和影响区域  2.4能量不等式 
教学重点：能量不等式
教学难点：能量不等式。
7.5.4单元教学过程
                2.3 依赖区间、决定区域和影响区域
为讨论问题方便起见，我们考虑以下一维波动方程Cauchy问题：
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求解得：
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—D’Alembert公式
一、依赖区间
[image: image3425.wmf]0
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从上述表达式可以看出，对于上半平面内的任一固定点[image: image632.wmf](,)
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解在该点的值[image: image633.wmf](,)
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仅由[image: image634.wmf]j
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上的值唯一确定，而与其他点上 的初始条件无关，我们称[image: image639.wmf]x

轴上的区间[image: image640.wmf][,]
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的依赖区间，记作[image: image642.wmf](,)
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，即：      [image: image643.wmf](,)[,]
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从直角坐标系中可以看出
[image: image644.wmf](,)
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是过[image: image645.wmf](,)

xt

点分别作斜率为[image: image646.wmf]1
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的直线
与[image: image647.wmf]x

轴相交所截得的区间。
二、决定区域
对于[image: image648.wmf]x

轴上任一区间[image: image649.wmf]12
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，我们考虑指出能由[image: image650.wmf]12
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上的初值[image: image651.wmf]j

，[image: image652.wmf]y
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取值范围[image: image654.wmf]12
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从直角坐标系中可以看出[image: image657.wmf]12
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过[image: image658.wmf]1
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点分别作斜率为[image: image660.wmf]1
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，[image: image661.wmf]1
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直线与[image: image662.wmf]x

轴围成的三角形区域。
三、影响区域
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对于[image: image663.wmf]x

上的任一区间[image: image664.wmf]12
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上的初值影响的[image: image666.wmf](,)
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取值范围[image: image667.wmf]12
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，称其为区间[image: image668.wmf]12
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的影响区域。这时有   [image: image669.wmf]1212
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从直角坐标系中可以看出[image: image670.wmf]12
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是
过[image: image671.wmf]1
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，[image: image672.wmf]2
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点分别作斜率为[image: image673.wmf]1
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，[image: image674.wmf]1
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的直线
与[image: image675.wmf]x

三直线在[image: image676.wmf]x

轴上方形成的区域。
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四、特征线
[image: image3429.wmf]12
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由前面讨论过程，空间和时间构成的平面直角坐标系[image: image677.wmf]xot

中，以[image: image678.wmf]1
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为斜率的直线[image: image679.wmf]xcat
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（[image: image680.wmf]c

为任意常数）起到了很重要的作用。我们称这类直线为一维波动方程          
的特征线。
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五、波的传播方程    
的通解为：          
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[image: image682.wmf]()
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在特征线[image: image683.wmf]=
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恒等于常数[image: image684.wmf]()
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。
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[image: image685.wmf]()
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在特征线[image: image686.wmf]=
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恒等于常数[image: image687.wmf]()
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也可用影响区域来讨论：
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考虑初始时刻仅在[image: image688.wmf]x

轴上的区间[image: image689.wmf]12
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有位移，其余部分处于静止状态的波动过程，由前面的讨论，受区间上[image: image690.wmf]12
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上波动影响的范围为[image: image691.wmf]12
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，
传播速度为：
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因此，波的传播速度为[image: image698.wmf]a

            
并且向左右两个方向传播。
六、奇性传播问题
由D’Alemlert公式              [image: image3437.wmf]0
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当[image: image699.wmf]j

在[image: image700.wmf]0

x

处有间断时，
如果          [image: image701.wmf]0
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，
即：           [image: image702.wmf]0
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这表明[image: image703.wmf](,)
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平面上，在直线[image: image704.wmf]0
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上的点[image: image705.wmf](,)
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都将有间断。
因此，我们说奇性沿特征线传播。
 前面讨论表明，当[image: image706.wmf]j

在[image: image707.wmf]0

x

处有间断时，[image: image708.wmf](,)

uxt

的间断会沿特征线[image: image709.wmf](,)

xt

平面上方发展。
类似可得当[image: image710.wmf]y

在[image: image711.wmf]0

x

处有间断时，[image: image712.wmf](,)

uxt

的一阶导数也有间断，且间断会沿特征线向[image: image713.wmf](,)

xt

平面上方发展。
对于一般问题，函数[image: image714.wmf](,)

fxt

也有同样结果。
因此，我们有以下结论：
弦振动方程的Cauchy问题
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的解有如下性质：
1.由向左传播和向右传播的两个波叠加而成；
2.传播速度为[image: image715.wmf]a

；
3.传播方式为：沿特征线向左右两个方向发展；
特别，若解有奇性，奇性会沿特征线向左右两个方向发展。
4.若[image: image716.wmf]0

f
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，（即无外力干扰时），这两个波在传播过程中波形不变。
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例1：求解问题
其中，[image: image717.wmf]()1
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。
解：
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左传播波为：    
               沿特征线[image: image721.wmf]=
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传播；
右传播波为：      [image: image3443.wmf](2)

沿特征线[image: image722.wmf]=
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传播。
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注意：[image: image726.wmf]u

的间断点沿两条特征线传播！
例2 （书上第112页第18题）
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求解达布问题
其中[image: image727.wmf](0)(0)

jy

=

。
如果[image: image728.wmf]()

t

j

、[image: image729.wmf]()

t

y

给定在[image: image730.wmf][0,]

a

，
指出此定解条件的决定区域。
解：①.求解。
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点上的值。
②.求决定区域。
如图所示：要求的决定区域为[image: image752.wmf][]{(,)|,02}
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        解毕。
           2.4 能量不等式
本节我们将讨论一维波动方程Cauchy问题的唯一性及稳定性问题。
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二、能量不等式
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Step2 应用分部积分公式计算积分
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类似地，
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同前面一样，可得：
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于是，       
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代入上面的等式，得：
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Step3 应用Gronwall不等式
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，           定理得证。
                          能量估计证明方法总结
第一步：选取未知函数或其偏导数去乘方程，并在所考虑的区域上积分。
第二步：计算各积分，用有关不等式放大或缩小相应积分。
第三步：（必要的时候）利用Gronwall不等式，估计积分。
Gronwall不等式：
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三、波动方程Cauchy问题解的唯一性和稳定性
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由能量不等式（定理2.3）得：
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于是得Gronwall不等式：    [image: image801.wmf]'
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类似于前面处理法可得：      
积分得   
                              [image: image3521.wmf](2)
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于是有                            
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本定理即表明问题（1）解的唯一性和稳定性。
事实上，若有[image: image803.wmf]12
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)为如下问题之解
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由定理知：
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四、附注
1.后一定理可通过对方程乘[image: image806.wmf](,)

uxt

并在[image: image807.wmf]K

t

上积分直接证明。
2.由定理2.3可证明解的唯一性，但不能证明稳定性。因为定理2.3没有得到[image: image808.wmf](,)

uxt

本身的估计。
3.在物理上，[image: image809.wmf](,)
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的平方及其偏导数的平方的积分，对应于各种能量，因此称有关它们的平方的不等式称为能量不等式。

7.5.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.5.6作业安排及课后反思 

作业：习题二5,6,7,13,17,30
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  2.考虑下述混合问题：

证明下述能量不等式，并用其来证明解的唯一性。
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课后反思：1．能量不等式。

7.5.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．Green公式，定积分，二重积分。
7.5.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p41-49
7.6教学单元六
7.6.1单元教学日期
7.6.2单元教学目标

教学目标：一维波动方程Cauchy问题的半无界问题的求解。
7.6.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第六讲   第二章 波动方程§2. 初值问题（一维情形）
2.5半无界问题 

教学重点：函数[image: image811.wmf]j

，[image: image812.wmf]y

，[image: image813.wmf]f

关于[image: image814.wmf]x

的奇开拓，相容性条件
教学难点：相容性条件
7.6.4单元教学过程
2.5半无界问题
一、问题
在区域[image: image815.wmf]{(,)|0,0}
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[image: image3537.wmf](4)


二、求解
A。[image: image816.wmf]()0
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情形
此时，问题（1）化为：
1.解法1—通解法
类似于前面Cauchy问题解法，我们可以由简化公式，先求解齐次方程情形的定解问题，利用齐次方程的通解表示，根据初始条件、边界条件确定待定函数，从而得到解表达式。
2.解法2—对称延拓法
由P44的推论知，对于波动方程Cauchy问题，当函数[image: image817.wmf]j

，[image: image818.wmf]y

，[image: image819.wmf]f

关于[image: image820.wmf]x

为奇函数时，问题的解也关于[image: image821.wmf]x

为奇函数，其自然满足[image: image822.wmf]0
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由此，我们得到求解半无界问题的基本思路：
首先，适当拓展已知函数[image: image823.wmf]j

，[image: image824.wmf]y

，[image: image825.wmf]f

在[image: image826.wmf]0
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上的值，把半无界问题转化为给定在上半平面的Cauchy问题，使其解自然满足边界条件[image: image828.wmf]0
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第二步，利用一维波动方程Cauchy求解公式地，求解Cauchy问题。
第三步，利用解表达式，限定[image: image829.wmf]x

，[image: image830.wmf]t

取值范围，得到问题解。
1.对称延拓已知函数
根据问题特点，本问题只要对已知函数[image: image831.wmf]j

，[image: image832.wmf]y

，[image: image833.wmf]f

关于[image: image834.wmf]x

作奇延拓。
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令：        
于是得一维波动方程Cauchy问题：
[image: image3541.wmf](1)

 

2.解Cauchy问题
[image: image3542.wmf]0
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由一维波动方程Cauchy问题解公式
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3.求解
  显然，当[image: image835.wmf]0
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，[image: image836.wmf]0
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时有[image: image837.wmf](,)(,)
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   以下讨论用[image: image838.wmf]j

，[image: image839.wmf]y

，[image: image840.wmf]f

来表示解。
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我们分别计算（3）中各项：
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其中[image: image843.wmf]K
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sxat

t

=±-
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轴围成的一个三角形区域，如图：
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于是得解的表达式：
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[image: image3556.wmf](10)


3.验证
同一维波动方程解Cauchy问题情形类似，这里我们所得的解表达式（4）仅仅是问题（2）的形式解，我们仍需要作验证。
a.相容性条件
在[image: image846.wmf]0
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处，问题的边界条件及初始条件出现重复，为保证问题解的连续、一阶导数连续和二阶导数连续，我们须对初始条件及边界条件加以分析。
①解在[image: image848.wmf](0,0)

连续：
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即                   [image: image849.wmf](0)0
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②解在[image: image850.wmf](0,0)

一阶导数连续：
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即                         [image: image851.wmf](0)0
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③解在[image: image852.wmf](0,0)

二阶导数连续：
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即：                      [image: image854.wmf]2
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                       （7）结合①②③，我们可得：
定理2.5 若[image: image855.wmf]2
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定理证明思路：
第一步：验证二阶导数连续。
第二步：验证函数满足初始痛苦、边界条件及方程。
 B.[image: image860.wmf]()0
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 情形
解法：作函数变换          [image: image861.wmf](,)(,)()
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则问题（1）化为：  
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从而归结为A情形，可求解，且有偶类似定理。
定理2.6  若[image: image862.wmf]2
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则半无界问题（8）必有解[image: image869.wmf]2
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三、唯一性和稳定性（能量不等式）
定理2.3  设[image: image870.wmf]12
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为以下定解问题（2）的解
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其中[image: image873.wmf]0
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如右图所示：
四、附注
对于其他形式的半无界问题可类似前面做法进行求解。特别对于上给定第二边界条件：                   [image: image876.wmf](0,)()
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情形，我们可仿照前面作法，作函数变换：
                         [image: image877.wmf](,)(,)()
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，则[image: image878.wmf](0,)0
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。
就将边界条件化为齐次情形，再利用对称延拓法或通解法进行求解。
7.6.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.6.6作业安排及课后反思 

作业：习题二10,11,（选作12，15,16）
课后反思：
1．半无界问题的求解。

7.6.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．奇函数，连续，二次可微。
7.6.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p49-55
7.7教学单元七
7.7.1单元教学日期
7.7.2单元教学目标

教学目标：高维（二、三维）波动方程Cauchy问题的求解，理解二维的依赖区域，决定区域和影响区域。
7.7.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第七讲   第二章 波动方程§3. 初值问题（高维情形）
教学重点：球面平均法推导三维波动方程Cauchy问题的解。
教学难点：降维法推导二维波动方程Cauchy问题的解。
7.7.4单元教学过程
                          §3.初值问题（高维情形）
§3.1 解的表达式
一、三维情形（Kirchhoff公式）
（1）问题
   求解：
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（2）解法
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   由简化公式，只须讨论[image: image879.wmf]()0
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情形。利用球平均值函数工具，应用半无界问题解公式，最终可得解公式：
（3）公式：     
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其中：
[image: image881.wmf]3

(){|}

||

t

SxyR

xyt

=Î

-=

。
二、二维情形
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（1）问题：
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（2）解法—降维法
设[image: image882.wmf]u
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由Kirchhoff公式
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我们只对中间一个积分做一下计算，其余类似。
由于该积分为曲面积分，被积函数与[image: image885.wmf]3
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无关，积分范围是以球面，方程为
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因此，积分可表为：
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于是得：
                [image: image3587.wmf]11

11

22

'

(0)(0)

1

[()()]

XX

l

l

ab

ab

=

+

+


                [image: image3588.wmf]22

22

22

''

()()()()

1

[()()]

llll

XXXX

ll

ll

ab

ab

=-=

+

+


                [image: image3589.wmf]11

11

22

0

'''

()(0)(0)

1

[()()]

|

l

x

XXXX

ll

ll

ab

ab

=

+

+


从而得到原问题得解为：
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当[image: image892.wmf](,)0
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时，公式（4）称为Poisson公式。
公式（2）（4）仅为问题（1）（3）的形式解，类似于前面做法，我们可进一步验证得到如下定理：
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                       §3.2 特征锥与Huygens原理
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一、问题：对于二维波动方程Cauchy问题
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讨论其依赖区域、决定区域及影响区域
（1）依赖区域
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  由解公式可得，解[image: image898.wmf]u
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称椎体[image: image910.wmf]0
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为问题（1）的特征锥。
（2）决定区域
对于[image: image911.wmf]xoy
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的值唯一确定。
显然，这样的点全体构成的集合[image: image921.wmf]D
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的决定区域。
（3）影响区域
对于[image: image926.wmf]xoy
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的值影响。
显然，这样的点全体构成的集合[image: image936.wmf]D

J

可表为：
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我们称集合[image: image938.wmf]D
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平面上的区域[image: image940.wmf]D

的影响区域。
（4）波传播速度
以决定区域为例说明
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二、Huygens原理
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由解公式（2）（4）可知，在[image: image950.wmf]3

n

=

时，解[image: image951.wmf]u

在[image: image952.wmf]0

P

点上的值只依赖区域[image: image953.wmf]0

P

D

的边界：
                    [image: image954.wmf]0

222

0000

{(,,)|()()()}

P

a

Dxyzxxyyzzt

¶=-+-+-=
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这里[image: image971.wmf]0
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之间的距离。
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由Poisson公式知:
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。以上讨论表明，在二维情形，波的传播只有波前而无波后。
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实例：水面上的水波，可近似看作为平面波。
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情形：
由Kirchhoff公式知：
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。以上讨论表明，在三维情形，波的传播有清晰的波前及波后。
实例：空气中的声波。。
在波的传播过程中，这种有清晰前阵面和后阵面的现象称为Huygens原理或无后效现象。
对于波的传播过程中，只有清晰前阵面而无后阵面的现象称为波的弥漫，或称这种波有后效现象。
三、附注
高维情形的能量不等式仍成立，因而高维波动方程Cauchy问题的解为唯一、稳定。

7.7.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.7.6作业安排及课后反思 

作业：习题二14
课后反思：
1．波动方程问题高维情形的求解。

7.7.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．积分，连续。
7.7.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p55-65
7.8教学单元八
7.8.1单元教学日期
7.8.2单元教学目标

教学目标：一维波动方程混合问题的求解。
7.8.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第八讲   第二章 波动方程§4. 混合问题 4.1分离变量法
教学重点：分离变量法求解一维波动方程混合问题。
教学难点：分离变量法求解一维波动方程混合问题。
7.8.4单元教学过程
                     §4.混合问题
4.1分离变量法
一、问题
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   求解一维波动方程混合问题：
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注意问题中的方程及边界条件均为齐次。
求解思想：
1.将解分解为一列函数的和，即   [image: image991.wmf]1
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2.求分离变量形式的[image: image994.wmf](,)

n

uxt

：[image: image995.wmf](,)()()

nnn

uxtTtXx

=

，并选取[image: image996.wmf]()

n

Tt

中的参量使[image: image997.wmf](,)

n

uxt

还满足方程初始条件。
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二、分离变量法
1.导出特征问题
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（6）中，左式仅依赖于[image: image1002.wmf]t

，它与[image: image1003.wmf]x

无关，而有时则相反，由二式相等知它们与[image: image1004.wmf]x

，[image: image1005.wmf]t
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于是，我们得到：         
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但[image: image1019.wmf](,)()()
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一般不满足初始条件（2）和（3）。为了求出定解问题（1）—（5）的解，我们要仔细研究（7）（10）的解。求（7）（10）的非零解的问题就构成一个特征问题。一般地，有以下定义及相应定理：
定义4.1 对于齐次常微分方程定解问题
[image: image3623.wmf]1

(,)

n

n

t

uxt

¥

=

¶

¶

å

             [image: image3624.wmf]1

(,)

n

n

x

uxt

¥

=

¶

¶

å


使（*）有非零解的那些[image: image1020.wmf]l

值称为这个边值问题的特征值；相应的非零解称为对应于这个特征值的特征函数；寻求齐次边值问题（*）的所有特征值和特征函数的问题称为特征问题或称为Sturm-Liouville问题（简称S-L问题）。
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（Ⅲ）不同特征值对应的特征函数必正交：即对于不同特征值[image: image1029.wmf]n

l

，[image: image1030.wmf]m

l

有：
其中[image: image1031.wmf]n
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2.解特征问题
   对于特征问题（7）（10）
[image: image3628.wmf]2

2

1

(,)

n

n

t

uxt

¥

=

¶

¶

å

[image: image3629.wmf]2

2

1

(,)

n

n

x

uxt

¥

=

¶

¶

å

[image: image3630.wmf]111

222

22

2

22

0,0,0,

(,0)(),0,

(,0)(),0,

(0,)(0,)(),0,

(,)(,)(),0.

t

x

x

uu

axlt

tx

uxxxl

uxxxl

ututgtt

ultultgtt

j

y

ab

ab

ì

ï

ï

ï

ï

ï

ï

í

ï

ï

ï

ï

ï

ï

î

¶¶

-=<<>

¶¶

=££

=££

-+=³

+=³

                       
由定理4.1知，其所有特征值均为正数，因此（7）有通解：
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满足方程（1）和边界条件（4）（5）。
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由Fourier级数知：
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二、分离变量法步骤总结
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 其中
四、定理4.1证明
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两式相减得   
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五、解的验证
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上绝对一致收敛。
又由Weierstrass判别法知
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的二阶导数可与级数求和交换。
六、非齐次问题处理法
1.带非齐次边界条件问题
方法：边界条件齐次化
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作函数交换
              [image: image1140.wmf]1122

(,)(,)()()()()

vxtuxtPxgtPxgt

=++

                      [image: image1141.wmf](17)


其中[image: image1142.wmf]1

()

Px

，[image: image1143.wmf]2

()

Px

是关于[image: image1144.wmf]x

的次数不超过二次的多项式。
[image: image1145.wmf](,)

vxt

满足齐次边界条件，即：
                   [image: image1146.wmf]11

(0,)(0,)0

x

vtvt

ab

-+=

，[image: image1147.wmf]0

t

³

，                         [image: image1148.wmf](18)


                  [image: image1149.wmf]22

(,)(,)0

x

vltvlt

ab

+=

，[image: image1150.wmf]0

t

³

，                         [image: image1151.wmf](19)
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于是问题转化为以下形式的带齐次边界条件的非齐次方程定解问题。
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2.非齐次方程情形
步骤：
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Step3.特解展开，将问题中所有的已知，未知函数用特征函数展开。
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其中
将它们代入（20）（21）（22）即得[image: image1165.wmf]()
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所满足的常微分方程定解问题。
Step4.求解[image: image1166.wmf]()
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即得问题（20）—（24）之解，从而由（17）得原问题之解。
分两变量法求解步骤总结：
Step1.边界条件齐次化。
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满足齐次边界条件。
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例1，求解下述混合问题：
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第二步：导出特征问题。
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第三步：求解特征问题：
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 于是，   

原问题的解为：
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可以证明：上面所得到的解
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这是因为在该点二阶的相容性条件不成立。
例2 求解下述热传导过程的混合问题：
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第三步：求解特征问题：
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由以前的结果，我们知：
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另一方面：
[image: image3750.wmf](1)

            

[image: image3751.wmf]2222222

00

[(,)(,)][[()()](,)]

ll

xx

t

Q

uxauxdxMxaxdxfxtdxdt

t

ttyj

+£++

òòòò


[image: image3752.wmf]2222222

0

[(,)(,)][[()()](,)]

l

xx

t

QQ

uxauxdxdtMxaxdxfxtdxdt

tt

ttyj

+£++

òòòòò

经过简单计算，得：
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于是：
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 解得          
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原问题的解：
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例2，求解下述位势方程的边值问题：
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解：注意到边界条件中，左右边界的边界条件是
齐次的，我们可用它来导出特征问题。
第一步：导出特征问题。
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第三步：求解特征问题：
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由以前的结果，我们知：
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于是，方程的解为：
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7.8.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.8.6作业安排及课后反思 

作业：习题二26(3)
课后反思：
1．分离变量法求解一维波动方程混合问题。

7.8.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．积分，连续。
7.8.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p65-80
7.9教学单元九
7.9.1单元教学日期
7.9.2单元教学目标

教学目标：掌握分离变量法的物理意义，理解共振现象，能量不等式，广义解。
7.9.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第九讲   第二章 波动方程 §4. 混合问题
4.2物理意义，驻波法与共振 4.3能量不等式 4.4广义解
教学重点：分离变量法的物理意义。
教学难点：能量不等式。
7.9.4单元教学过程
                   §4.2 物理意义，驻波法与共振
一、分离变量法的物理意义
以两端固定的一维弦振动方程的定解问题为例加以说明。对于定解问题：
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其形式解为：
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（一）驻波
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物理上，将具有1、2特点的弦的运动称为驻波。因此，在物理上也把分量变量法称为驻波法。
（二）弦乐演奏原理
弦乐发出声音的主要原理是弦的振动引起乐器共鸣箱的共鸣，从而发出声音。弦振动对的频率大小对应着声音音调的高低，弦振动的振幅大小对应着声音的大小。
根据弦乐结构，其弦的运动为两端固定的波动问题，因此，当拨动弦引起弦振动时，弦的位移满足（1）—（5），其解形为（6），且由上节讨论我们可以得到
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其中
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其中 

将波动分解成驻波叠加，各驻波的振幅为
        [image: image1315.wmf]3
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因此，第一驻波的振幅比其余驻波叠加的振幅的四倍还要大，从而，第一驻波所引发的声音也比其余驻波合起来所发出的声音大几倍，于是我们实际听到的主要声音是第一驻波所发出的声音，这一声音是乐器的基音，它决定了乐器的主音调，其频率为：
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其中[image: image1317.wmf]T

为张力，[image: image1318.wmf]r

为密度，乐器的音调可用弦的张力、密度及弦长来控制，弦拉得紧或弦长缩短音调随之升高，较粗弦则发出较低声音。其余驻波合起来所发出的声音为泛音，它们构成了乐器的音色。
二、共振现象     
对于两端固定处于静止状态的弦施加周期性外力时，弦的位移满足：
[image: image3806.wmf](1)

[image: image3807.wmf]2

2

2

,,0,

(,0)(),.

(,)

uu

aRt

t

x

uxxR

fxtx

x

j

ì

ï

ï

í

ï

ï

î

¶¶

Î>

¶

¶

=Î

-=


[image: image3808.wmf]1
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用分离分量发求其解得：
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其中
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 为有界，不随时间变化。        
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当[image: image1324.wmf]t

充分大时有
在一些特定的时间段振幅会越来越大，这就是共振。
     [image: image1325.wmf]12
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—物体的固有频率；
     [image: image1326.wmf]w

—外力的频率。
共振现象—当外力的频率等于物体的固有频率时，物体的振幅随时间增加而趋于无穷。
共振的利用—乐器的共鸣箱、收音机选台等等。
共振的避免—建筑等等。
4.3 能量不等式
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为研究波动方程混合问题解的唯一性和稳定性，本节我们将对一维波动方程混合问题建立能量不等式。
一、记号
对于任意的[image: image1327.wmf]0
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注意：在上边界不能施加条件！！
二、能量不等式
定理4.3 设[image: image1331.wmf]12
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其中[image: image1334.wmf]0
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本定理的证明与§2.4中的能量不等式证明类似。
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证明：Step1 方程两边同乘以
并且在[image: image1337.wmf]Q
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上积分得：
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Step2 应用Green公式计算左式积分
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代入方程，得：
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从而不等式（2）可以表为：
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三、波动方程混合问题解的唯一性和稳定性                          
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由能量不等式（定理4.3）得：
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类似于前面处理法可得：      
积分得   
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于是有                            
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本定理即表明问题（1）解的唯一性和稳定性。
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7.9.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.9.6作业安排及课后反思 

作业：习题二28
课后反思：
1．一维波动方程的相关概念，能量不等式，广义解，共振现象。

7.9.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．积分，连续。
7.9.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p80-90
7.10教学单元十
7.10.1单元教学日期
7.10.2单元教学目标

教学目标：掌握Fourier（逆）变换的定义与性质。
7.10.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第十讲   第三章 热传导方程 §1 初值问题1.1  Fourier变换
教学重点：Fourier变换的计算。
教学难点：Fourier积分定理。
7.10.4单元教学过程
                            第三章 热传导方程
本章讨论：
（1）热传导方程定解问题的解法，主要采用Fourier变换法及分离变量法。
（2）热传导方程定解问题的解的性质，主要介绍极值原理及最大模估计。
（3）系统地介绍Fourier变换法及其运算、广义函数理论，作为本章工具。
                         §1.初值问题
本节主要讨论以下问题：
求解一维热传导方程初值问题：
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                    §1. Fourier变换
  作为求解热传导方程初值问题主要求解工具，本节将系统地介绍Fourier变换及其运算。
一、Fourier变换定义
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称此变换为Fourier变换，[image: image1361.wmf]()
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称此变换为Fourier逆变换。
二、Fourier积分定理
定理1.1  若[image: image1365.wmf]1
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[image: image3883.wmf]1

12sin

ˆ

()

2

A

ix

A

A

f

edx

l

l

l

l

p

p

-

-

==

ò


有意义，将Fourier变式代入得：
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其中   
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根据数学分析中熟知的积分公式：
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得：            
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定理得证。
总结：            
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2

22

()

4()

()

1

2()

()()

ˆ

(,)(,)

x

at

at

at

x

ffed

e

x

t

lt

pt

ltxtx

Ú

-

-

¥

-

-¥

--

-

=

ò

[image: image1392.png]L=n#)3 (%) <> F) el (oner)

% feC(-onm)




[image: image3912.wmf]2

2

()

4

1

2

(,)

()

x

at

at

uxt

ed

x

p

jxx

-

-

¥

-¥

=

ò


一般地记为：[image: image1393.wmf]ˆ

[[()]()]()()

fxxfx

l

Ú

=

，[image: image1394.wmf]ˆ

[[()]()]()()

fxxfx

l

Ú

=


即，[image: image1395.wmf]$
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三、Fourier变换性质
（1）线性性质
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（2）微商性质
  若[image: image1399.wmf]()

fx

，[image: image1400.wmf]'

()(,)(,)

fxCL

Î-¥¥-¥¥

I

，则：
[image: image3914.wmf]2

2

4

1

,0

2

0,0.

(,)

x

at

t

at

t

Kxt

e

p

ì

ï

ï

í

ï

ï

î

-

>

£

=
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证明：分析：直接计算可得
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与假设矛盾，命题得证。
（2补充）积分性质
   若[image: image1412.wmf]()
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这是由于函数
满足：                  [image: image1414.wmf]'
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（3）乘多项式性质
  若[image: image1416.wmf]()
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（4）平移性质
若[image: image1425.wmf]()(,)
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（5）伸缩性质
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（6）对称性质
若[image: image1433.wmf]()(,)
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（7）卷积性质
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1、卷积定义：若[image: image1436.wmf]()
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2.性质：若[image: image1440.wmf]()
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证明：由Fubini定理直接计算得：
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3.Fourier变换的卷积性质：
   若[image: image1443.wmf]()
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证明：利用Fubini定理直接计算得：
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例 2：设
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例4：设[image: image1454.wmf]2
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所以，
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解之得：     
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7.10.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.10.6作业安排及课后反思 

作业：习题三1(1)、（3）、（5），2(2)、（4）、（5）、（6）、（9）3(1)、（2）、（3）
课后反思：
1．Fourier（逆）变换与性质。

7.10.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．积分，极限。
7.10.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p108-116
7.11教学单元十一
7.11.1单元教学日期
7.11.2单元教学目标

教学目标：掌握Poisson公式，熟悉广义函数。
7.11.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第十一讲   第三章 热传导方程 §1 初值问题
1.2  Poisson公式  1.3 广义函数简介
教学重点：Poisson公式。
教学难点：广义函数。
7.11.4单元教学过程
                        §1.2 Poisson公式
一、问题
   求解一维热传导方程初值问题：
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二、解：
    对方程及初始条件关于[image: image1460.wmf]x

作Fourier变换得：
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作Fourier逆变换:
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  注意到：    
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则有：
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代入得：
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类似可得：
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通常称（1.24）式为Poisson公式，而函数[image: image1462.wmf](,;,)(,)
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三、验证
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则由Poisson公式（1.24）确定的函数是热传导初值问题（1.1）（1.2）的有界解。
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四、Poisson公式性质
（1）.奇偶性与周期性
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（2）.无穷传播速度
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（3）.任意阶可导性
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                             §1.3 广义函数简介
一、广义函数的引入
单位质点的密度函数问题：
在数轴的原点上放置一单位质点，讨论数轴上的密度函数。
设[image: image1519.wmf]()

mx

为[image: image1520.wmf](,]

x

-¥

上的全部质量（质量分布函数），则
[image: image4008.wmf]2

1

,(),

2

x

ed

at

h

hh

x

p

t

¥

-

-¥

-

==

-

ò

[image: image4009.wmf]1

=

                      

[image: image4010.wmf]2

2

2

(,;,)(,;,)

0

xtxt

a

t

x

xtxt

GG

-=

¶¶

¶

¶

由密度计算公式：
[image: image4011.wmf]2

2

2

(,;,)(,;,)

0

xtxt

a

xtxt

t

x

GG

+=

¶¶

¶

¶

得： 

[image: image4012.wmf]0

lim

(,;,0)()()

t

xtdx

xjxxj

®+

¥

-¥

G=

ò

                    

[image: image4013.wmf]|(,;,)|,,

xtt

M

t

xtt

t

G£>

-

根据质量分布函数与密度函数关系
特别有总质量计算公式：
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将单位质点情形代入得：          
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两式矛盾。产生这一矛盾的原因是由于函数[image: image1523.wmf]()
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 二、广义函数定义
1、基本空间、实验函数
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2、广义函数
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3.广义函数例
例1，Dirac函数[image: image1557.wmf]d
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所以[image: image1574.wmf]d
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为广义函数。
例 2 局部可积函数对应的广义函数
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（1）局部可积函数
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为广义函数。
所以，任一局部可积函数，按以上做法都有唯一的广义函数与之对应：并且，我们还可以证明，不同的局部可积函数，按上述对应方法对应于不同的广义函数，即：我们得到了一个从[image: image1601.wmf]()
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没有局部可积函数与之对应。 这样，我们可以将局部可积函数看作广义函数，从而我们可以认为广义函数为通常意义下的函数的推广。
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三、广义函数运算
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（2）[image: image1621.wmf]C
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（3）广义函数的极限
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则称广义函数[image: image1629.wmf]f

是广义函数序列[image: image1630.wmf]{}

n

f

当[image: image1631.wmf]n

®¥

时的极限，记作
                         [image: image1632.wmf]'

(())

n

ffDR

®

在

的

意

义

下


对于广义函数族，类似定义。
（4）广义函数的导数
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称为广义函数[image: image1636.wmf]f
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称为广义函数[image: image1639.wmf]f

的[image: image1640.wmf]k
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（5）广义函数的平移
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称为广义函数[image: image1645.wmf]f

的一个右平移[image: image1646.wmf]x

的广义函数。
（6）广义函数的伸缩
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称为广义函数[image: image1651.wmf]f

的一个伸缩广义函数。
注：广义函数的运算定义（1）-（6），与常义函数的相应运算的定义是一致的。例如，若[image: image1652.wmf]f
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的广义导数。
（6）.广义函数的张量积
类似于一维的广义函数定义，我们可以定义二维的广义函数[image: image1656.wmf]f
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其定义为： 设[image: image1663.wmf]'

()()

x

fxDR

Î

及[image: image1664.wmf]'

()()

y

gyDR

Î

，则[image: image1665.wmf]'2

()

fgDR

ÄÎ

，定义为：
               [image: image1666.wmf]()(),(,)(),(),(,).

fxgyxyfxgyxy

jj

áÄñ=ááññ


附注：将广义函数定义中的[image: image1667.wmf]R

换成任意的区间[image: image1668.wmf](,)

ab

，或换成任意的区域[image: image1669.wmf]n

R

WÌ

，我们可以完全类似地定义基本空间[image: image1670.wmf](,)

Dab

或[image: image1671.wmf]()

D

W

以及相应的广义函数空间[image: image1672.wmf]'

(,)

Dab

或[image: image1673.wmf]'

()

D

W

广义函数可同样进行。
例题：
例1：若[image: image1674.wmf]()

loc

fLR

Î

，则[image: image1675.wmf]f

d

¹

于[image: image1676.wmf]'

()

DR

。
[image: image4029.wmf][()]

|

x

xl

wtwB

a

=

+³

[image: image4030.wmf]maxmax

||

QQ

uw

£

证明：反证。若存在这样的[image: image1677.wmf]f

，则对[image: image1678.wmf]()

DR

j

"Î


记：
则对任意的正整数[image: image1679.wmf]n

，[image: image1680.wmf]()()

nxDR

r

Î

，所以
[image: image4031.wmf]12

[0,][0,]

[0,]

maxmaxmaxmax

{||,||,||}

TT

l

Bgg

j

º

                   
但
                     [image: image4032.wmf]max

||()

Q

uCFB

£+


[image: image4033.wmf]2

[()][2()()]0

||

x

xlxl

l

ztzxtzl

aa

==

+=-+³>


                                       [image: image1681.wmf]0,

n

®®¥

当


[image: image4034.wmf]00

2

[()][2()()]0

||

x

xx

l

ztzxtzl

aa

==

-+=--+³>

这与
矛盾。                                                        证毕
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由定理1.3的证明，
[image: image4042.wmf]121,11,22,12,2

[0,][0,]

[0,]

maxmaxmaxmax

{||,||,||}

TT

l

gggg

jj

+---

                      

所以，              

[image: image1695.wmf](0),,()

DR

jdjj

==áñ"Î
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7.11.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.11.6作业安排及课后反思 

作业：习题三4(2)，5（1）、（3）、（5），6 (2)、（3）,7（1）、（2）、（3）
课后反思：
1．Poisson公式，广义函数。

7.11.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．无穷积分，极限。
7.11.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p116-130

7.12教学单元十二
7.12.1单元教学日期
7.12.2单元教学目标

教学目标：掌握基本解，熟悉半无界问题的求解，可以和一维波动方程的半无界问题比较。
7.12.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第十二讲   第三章 热传导方程 §1 初值问题
1.4 基本解  1.5 半无界问题
教学重点：基本解。
教学难点：半无界问题。
7.12.4单元教学过程                        
 §1.4 基本解
一。基本解的定义（关于方程的非齐次项）
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则称它为热传导方程的基本解，且记作[image: image1731.wmf](,;,)
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命题：基本解有表达式
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由广义导数的定义，我们只要证明：
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由广义函数性质得：
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为热传导方程的基本解。
四、基本解的物理意义
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中，右端项反映的是无穷杆上的热源强度，其表达式为：
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其反映的是单位时间单位长度的细杆产生的热量，当其为Dirac函数[image: image1757.wmf](,)

xt

dxt

--

时，它表示在[image: image1758.wmf]t
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表示这个瞬间单位点热源在杆上所引起的温度分布。
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设无穷长杆在初始时刻温度为零，
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处有一个瞬间单位热源
放出一个单位的热量，则它在平面上引
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生的温度分布满足：
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其解为：
显然，当[image: image1764.wmf]0
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，因为没有热源，杆的温度保持为零。
（2）. [image: image1765.wmf](,;,0)
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因此，它表示初始时刻，在[image: image1769.wmf]x

处含有一个单位热量的无穷热杆的温度分布。
设无穷长杆在初始时刻在[image: image1770.wmf]x

处有一个热源方程一个单位的热量，则它在[image: image1771.wmf]0

t

=

时在杆上产生的温度分布为[image: image1772.wmf]()

x

dx

-

。因此，在[image: image1773.wmf](,)

uxt

时杆上的温度分布满足：
[image: image4080.wmf]0,,

0,,

LuQ

u

ì

ï

í

ï

î

£

£G

于

于

[image: image4081.wmf]00

[()][()]()();

||

xx

xx

l

BB

wtwztztFtBB

ll

aaa

==

-+=-+++³=


[image: image4082.wmf][()][()]()();

||

xx

xlxl

l

BB

wtwztztFtBB

ll

aaa

==

+=+++³=


其解为
当[image: image1774.wmf]0

t

+

®

时，[image: image1775.wmf](,)

Kxt

x

-

在广义函数意义下以[image: image1776.wmf]()

x

dx

-

为极限。
五、基本解的性质
（1）.当[image: image1777.wmf]t

t

>

时，[image: image1778.wmf](,;,)0

xt

xt

G>

。
[image: image4083.wmf]1

1

[]

l

wFtBz

=++

（2）. [image: image1779.wmf](,;,)(,;,)

xttx

xtxt

G=G

。
（3）. 当[image: image1780.wmf]t

t

>

，[image: image1781.wmf]xR

Î

时
[image: image4084.wmf]22

1

2(/2)1

|(,)|(,)[{}]

atxl

l

uxtwxtFtB

+-

£=++

 证明：当[image: image1782.wmf]t

t

>

时
[image: image4085.wmf]22

1

2(/2)1

[{}]()()

al

l

TFtBCFtB

+

£++º+

[image: image4086.wmf]sup

||

Q

Ff

º


[image: image4087.wmf]2

,(,),

(,0)(),.

xx

t

uaufxtQ

uxxx

j

ì

ï

í

ï

î

-=Î

=-¥<<¥

（4）. 当[image: image1783.wmf]t

t

>

，[image: image1784.wmf]x

，[image: image1785.wmf]R

x

Î

时
[image: image4088.wmf](,)

supsupsup

||||||

QQ

uTf

j

-¥+¥

£+


[image: image4089.wmf]sup

||

Q

Ff

º

                                                                      
（5）.当[image: image1786.wmf]()()
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其中[image: image1789.wmf]M

为常数。
六、利用基本解求解热传导方程初值问题的解
[image: image4091.wmf]sup

||

Q

Ku

=

通过将已知函数分解为点热源的和，并利用叠加原理，我们可以从基本解导出热传导方程初值问题解的Poisson公式。我们将在下节说明这种思想和方法。
§1.5 半无界问题
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一、Poisson公式的物理意义
对于一维热传导方程初值问题：
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将无穷杆分割成长度为[image: image1790.wmf]x
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的小段
[image: image4097.wmf]22

2

[](,)0,(,)

2

L

FtuxtxtQ

K

at

L

x

+F+±³Î

+

则（2）式可表为
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表示初始时刻，在[image: image1798.wmf]i

x

处含
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各单位热量的
无穷长杆在在无热源的
传导过程中的温度分布。
而（3）式表明，[image: image1800.wmf](,)
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可表为所有小段杆拥有
的热量在无热源的传导
过程中的温度分布的叠加。
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二、半无界问题解法1—Green函数法
利用Poisson公式的物理意义，
我们可以求解以下半无界问题：    

                          （4）
首先，对一端温度保持为[image: image1801.wmf]0

的半无界杆，构造单位点热源所产生的温度分布，即求解以下半无界问题：
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其中[image: image1803.wmf]0
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并求解无穷杆上的初值问题：
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   由线性叠加原理或前面的讨论可得，这一问题之解可表为：
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的半无界杆上单位热源所产生的温度分布函数。
重复前面的讨论可得半无界问题的解表达式为：
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方法总结：把求解热传导方程具有任意初始条件的解的问题归结为求满足齐次边界条件[image: image1815.wmf](0,)0
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三、半无界问题解法2—对称延拓法
类似于弦振动方程半无界问题的解法，我们可以利用对称延拓方法求解热传导方程的半无界问题。
对于热传导方程的半无界问题：
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构造热传导方程的Cauchy问题：
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由于[image: image1824.wmf]()
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由热传导方程的Cauchy问题的求解公式得
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这里[image: image1844.wmf](,;,)
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一般热传导方程的Green函数：是指在广义意义下满足
                  [image: image1848.wmf]0
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的局部可积函数。
7.12.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.12.6作业安排及课后反思 

作业：习题三8（4）（选作8（3））课后反思：1．基本解，热传导的半无界问题。
7.12.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．无穷积分，极限。
7.12.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p131-139
7.13教学单元十三
7.13.1单元教学日期
7.13.2单元教学目标

教学目标：掌握用分离变量法求解一维热传导方程混合问题。
7.13.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第十三讲   第三章 热传导方程 §2 混合问题
教学重点：分离变量法求解一维热传导方程混合问题。
教学难点：分离变量法求解一维热传导方程混合问题。
7.13.4单元教学过程                        
                    §2.混合问题
§2.1有界杆的热传导问题
一、问题
  求解一维热传导方程混合问题：
       [image: image1849.wmf]2
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    注意问题中的边界条件为齐次。
二、分离变量法
1.导出特征问题
将变量分离形式解[image: image1850.wmf](,)()()
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（6）（9）构成一个特征问题。
2.解特征问题 
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 由第二章定理4.1知，其所有特征值均为正数，因此（6）有通解：  [image: image1864.wmf]12
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3.特征展开
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比较系数得：[image: image4102.wmf]22
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4.求解
求解（10）得      [image: image1880.wmf]22
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二、分量变量法步骤总结
1.齐次问题

Step1.令
[image: image1883.wmf](,)()()
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适合方程及边界条件，得特征问题。
Step2.解特征问题，求出所有特征值和特征函数，并求出相应的
[image: image1884.wmf]()
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Step3.将所有的变量分离形式的特解叠加起来，并利用初值定出所有待定常数。

2.分离变量法一般求解步骤
Step1.边界条件齐次化。

      作函数变换，
[image: image1885.wmf]1122
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Step2.将
[image: image1888.wmf](,)()()
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代入方程对应的齐次方程及边界条件，得特征问题。
Step3.解特征问题，求出所有特征值和特征函数
[image: image1889.wmf]n
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[image: image1890.wmf]()
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。
Step4.特解展开，将问题中所有的已知、未知函数用特征函数展开。代入方程及初始条件建立
[image: image1891.wmf]()
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所满足的常微分方程定解问题。
Step5.求解
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即得问题之解，从而由得原问题之解。

六、非齐次问题处理法
1.带非齐次边界条件问题

  方法：边界条件齐次化
  对于问题：[image: image4103.wmf]22
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作函数变换
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其中
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的次数不超过二次的多项式。
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           （19）
将（17）代入（18）（19）并利用（15）（16），根据
[image: image1902.wmf]1
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的多项式假设，可用待定系数法确定
[image: image1904.wmf]1

()

Px

，
[image: image1905.wmf]2

()

Px

的系数，从而确定函数变换（17）。
    于是问题转化为以下形式的带齐次边界条件的非齐次方程定解问题
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[image: image1906.wmf]1
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取法：
2.非齐次方程情形
步骤：

Step1.将
[image: image1908.wmf](,)()()
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代入方程（20）对应的齐次方程及边界条件，得特征问题。
Step2.解特征问题，求出所有特征值和特征函数
[image: image1909.wmf]n
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，
[image: image1910.wmf]()
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。
Step3.特解展开，将问题中所有的已知、未知函数用特征函数展开。
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其中
将它们代入（20）（21）（22）即得
[image: image1915.wmf]()
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所满足的常微分方程定解问题。
Step4.求解
[image: image1916.wmf]()
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即得问题（20）—（24）之解，从而由（17）得原问题之解。
分量变量法求解步骤
Step1.边界条件齐次化。

  作函数变换  
[image: image1917.wmf]1122
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满足齐次边界条件。
  其中   
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Step2.将
[image: image1920.wmf](,)()()
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代入方程（20）对应的齐次方程及边界条件，得特征问题。
Step3.解特征问题，求出所有特征值和特征函数
[image: image1921.wmf]n
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，
[image: image1922.wmf]()
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。
Step4.特解展开，将问题中所有的已知、未知函数用特征函数展开。代入方程及初始条件建立
[image: image1923.wmf]()
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所满足的常微分方程定解问题。

Step5.求解
[image: image1924.wmf]()
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即得问题（20）—（24）之解，从而由（17）得原问题之解。

7.13.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.13.6作业安排及课后反思 

作业：习题三9(1),(6)课后反思：1．一维热传导方程的混合问题求解。
7.13.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．无穷积分，极限。
7.13.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p140-142
7.14教学单元十四
7.14.1单元教学日期
7.14.2单元教学目标

教学目标：掌握弱极值原理，以及第一边值问题解的最大模估计。
7.14.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第十四讲   第三章 热传导方程 §3 极值原理与最大模估计

           3.1弱极值原理  3.2 第一边值问题解的最大模估计
教学重点：弱极值原理。
教学难点：弱极值原理。
7.14.4单元教学过程  
                        §3 极值原理与最大值估计
·极值原理—讨论的是方程的解的最大值和最小值的分布位置；
·最大模估计—方程的解的绝对值的上界估计，它在偏微分方程理论中具有基本的重要的作用。得到最大模估计的常用方法是利用极值原理。
·从实际问题中看极值原理：
  设有一物体，内部没有热源，则该物体的温度的最大值和最小值必在初始时刻或在该物体的边界上取到。
  可以设想：一块
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的冰，放在
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到
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的空气中，这块冰内部的温度，永远不会超过
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，也不会低于
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其原因是：热量总是从温度高的地方流向温度低的地方。因此，温度高的点有温度降低的趋势，温度低的点由温度升高的趋势，（如果没有热量流入）。
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·数学表述：设
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为物体占据的空间区域，
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其中， 
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的抛物型边界。
§3.1 弱极值原理
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常数）
定理3.1：（弱极值原理）
     设
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注：
[image: image1946.wmf]0
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表示吸热，因此不会使内部温度升高。
证明：因为
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是有界闭集，而
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上的最大值存在。下面分两种情况来证明最大值必在抛物型边界上取到。
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于是：但由假设：
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这就得出矛盾。所以
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中的最大值只能在
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内取到，从而
情形2：
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  此时，通过适当的函数变换，可以化为情形1。

对任意的
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对
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另一方面，因为
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注1：上面证明中，所用的函数
[image: image1979.wmf]vut
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称为辅助函数，这一证明方法称为附注函数法，它是偏微分方程理论中经常使用的一种技巧。
注：还可以进一步证明，如果
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的最大值在
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中的某点
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取到，则
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中必恒等于常数。
这个结论比定理3.1要强，因此定理3.1称为弱极值原理。
推论1：设
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证明：作变换
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因此，推论1的第一部分结论成立，再结合定理3.1，就得出推论1的第一部分结论。                                                            证毕
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推论2：（比较原理）
设
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，
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由定理3.1， 
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。证毕。
注：由推论2的证明，我们得到一个更常用的结论，即
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注意1：若
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换为
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，相应的极值原理及其推论同样成立。
注意2：一般来说，热传导方程和位势方程都有相应的极值原理，而波动当初没有极值原理。
                         §3.2 第一边值问题解的最大模估计
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常数）
考虑第一边值问题：
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定理3.2：设
[image: image2030.wmf]2,1
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，且是边值问题（3.4）的解，则
其中
说明：通过构造适当的辅助函数与问题的解作比较，再用比较原理得出结论。
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则有比较原理，得
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推论1：边值问题（3.4）的在
[image: image2046.wmf]2,1
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的解，连续依赖于
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即，若
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中分别对应于非齐次项
[image: image2054.wmf]1

f

，
[image: image2055.wmf]2

f

、初值
[image: image2056.wmf]1

j

和
[image: image2057.wmf]2

j

、
[image: image4148.wmf]()()

dxdyds

nn

ee

j

jjj

W¶W

¶

¶G

GD-DG=G-

¶¶

òòò

边值
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证明：令
[image: image2062.wmf]12
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，再应用定理3.2的最大模估计即可。
推论2.边值问题（3.4）在
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中的解是唯一的。
证明：直接由推论1得出。

7.14.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.14.6作业安排及课后反思 

作业：习题三13,(6)课后反思：1．弱极值原理，第一边值问题的最大模估计
7.14.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．无穷积分，极限。
7.14.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p149-152

7.15教学单元十五
7.15.1单元教学日期
7.15.2单元教学目标

教学目标：掌握第二、三边值问题解的最大模估计。
7.15.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第十五讲   第三章 热传导方程 §3 极值原理与最大模估计

           3.3第二、三边值问题解的最大模估计
教学重点：第二、三边值问题解的最大模估计。
教学难点：第二、三边值问题解的最大模估计。
7.15.4单元教学过程  
                         §3.3 第二、三边值问题解的最大模估计
 第二、三边值问题写成统一的形式：
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其中，
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就是第二类边值问题。
引理3.3：设
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的解，则
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。
证明思路：
由定理的条件，可利用弱极值原理的推论，
知
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在
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中的最小值在
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的抛物型边界
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取到。再用
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上的条件，来讨论最小值分别在三条直线段上取到的情况，就可得出引理的结论。
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证明：分两种情况来证明。
情形1：                     
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。根据弱极值原理的推论1，知：    存在
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所以，由上式得：
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情形2：
对任意的
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无关的辅助函数
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下面来找
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利用
[image: image2120.wmf]u

满足的条件，为使上式成立，
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可取为：
[image: image2127.wmf]22

2()

zatxl

=+-

 ，事实上，
[image: image4159.wmf]=

0

lim

0

ds

n

re

e

j

®

¶

G=

¶

ò

[image: image4160.wmf]==

1

2

dsds

n

rere

jj

pe

¶G

=-

¶

òò

     
[image: image2128.wmf]222

220

xx

t

Lzzazaa

×

=-=-=

；
[image: image2129.wmf](,)0

zxt

³

，
[image: image2130.wmf]0

t

³

；
于是 
[image: image2131.wmf]22

2()

zatxl

=+-

 满足要求。引理3.3证毕。
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定理3.4：设
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其中，
常数
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证明思路：找一个辅助函数
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这就得出了最大模估计。
证明：如果
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为使上式成立，
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可取为：
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满足要求

因此   
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    满足引理3.3的条件。由引理3.3得：
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定理3.4证毕。
7.15.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.15.6作业安排及课后反思 

作业：习题三17,19,20
课后反思：1．第二、三边值问题的最大模估计
7.15.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．无穷积分，极限，求导。
7.15.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p152-155
7.16教学单元十六
7.16.1单元教学日期
7.16.2单元教学目标

教学目标：熟悉热传导方程初值问题解的最大模估计，掌握边值问题解的能量模估计。
7.16.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第十六讲   第三章 热传导方程 §3 极值原理与最大模估计

           3.4初值问题解的最大模估计 3.5边值问题解的能量模估计
教学重点：边值问题解的能量模估计。
教学难点：边值问题解的能量模估计。
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7.16.4单元教学过程  
             §3.4 初值问题解的最大模估计
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有界连续时，,用Poisson公式求出了（3.13）的有界解。本小节将证明（3.13）的解的最大模估计，由此可得出（3.13）的有界解的唯一性和关于
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的连续依赖性。
定理3.5：设
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证明思路：
因为
[image: image2172.wmf]Q

是无界区域，不好直接证明，我们先在
[image: image2173.wmf]Q

的有界子区域中证明有关估计，再让该子域趋向于
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得出所要求的估计。
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证明：记  
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另外，由题设
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在上式中
令
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因此，只要证明了
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式，定理3.5就得证。
下面我们来证明
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式。令
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由弱极值原理，得
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于是，    
即
[image: image2199.wmf](*)

成立，证毕。
推论：初值问题（3.13）在
[image: image2200.wmf]2,1

()

()

QQ

CC

I

中的有界解是唯一的。
证明：假设（3.13）在
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中有两个有界解，对这两个解差应用定理3.5的最大模估计，得出这个差在
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中恒等于零。
[image: image4191.wmf](,)(),(,),

u

ufudxdyuds

nn

hh

xx

W¶W

¶¶G

=GD+G-"ÎW

¶¶

òòò

注：初值问题（3.13）在
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中的解并不是唯一的！其原因是：在无穷远“边界”上，（3.13）对解没有限制，即对没有限制。如果要求：存在正常数
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则可以证明，这样的解是唯一的。
                     §3.5 边值问题解的能量模估计
本节我们将通过对一维热传导方程的边值问题建立能量模估计，即能量不等式。
能量模估计方法与弦振动方程的情况是类似的。

我们仅以下述第一边值问题的情况为例，所用的放也适合于其它边值问题。
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考虑第一边值问题：
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定理3.6：
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的解，则下述能量估计成立：
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其中
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只与
[image: image2215.wmf]T

有关。
证明：方程两边乘
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 因此， 
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因此
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于是，
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分另取左式两项的上确界，就得：
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所以定理成立，其中
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注1：如果在方程两边乘
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上积分，我们可以得到进一步的能量模估计：
其中
[image: image2228.wmf]1

M

只与
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有关。
注2：上述方法也可使用与其它边界条件的边值问题，得出相应的能量模估计。
7.16.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.16.6作业安排及课后反思 

作业：习题三21，22,23注：第22题的条件
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课后反思：1．初值问题解的最大模估计，边值问题解的能量模估计
7.16.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．无穷积分，极限，求导。
7.16.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p156-160
7.17教学单元十七
7.17.1单元教学日期
7.17.2单元教学目标

教学目标：掌握Laplace方程的基本解，熟悉Green公式。
7.17.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第十七讲   第四章 位势方程 §1 基本解与Green函数
           3.1基本解与Green公式 
教学重点：基本解。
教学难点：基本解。
7.17.4单元教学过程  
                            第四章 位势方程
   本章讨论位势方程
[image: image2233.wmf]uf
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的基本性质及有关技巧。

主要包括：基本解，Green函数法，极值原理，最大模估计，等等。

术语：
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         称为Laplace算子，
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称为Laplace方程，
Laplace方程
[image: image2236.wmf]0
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的解称为调和函数。
§1 基本解与Green函数
§1.1 基本解与Green公式
（1），基本解
   与热传导方程类似，对于位势方程我们也可以通过广义函数来定义基本解，它在研究位势方程的研究中起着重要的作用。
①，基本解的定义

定义1.1：若函数
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在广义函数意义下满足
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则称
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维Laplace方程
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（或位势方程
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注意：这里
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是参量，
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的局部可积性及
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都是对于自变量
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的。
②，基本解的物理意义
（1），热传导方程的基本解的定义为：
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它的物理意义是：位于
[image: image2253.wmf]x

的单位点热源在空间产生的温度分布。当温度趋于平衡，不再随时间而变时，基本解定义的方程化为     
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不妨设
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，这就得到Laplace方程的基本解，因此Laplace方程的基本解，可看作是：位于
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的单位点热源在空间产生的稳定温度分布。
（2），位于
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的正单位点电荷在空间产生的电位势分布。
（3），等等。
③，基本解的求法
先求Laplace方程
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的一些特殊解，如球对称的解。
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我们要寻求形如
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所以Laplace方程
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'''

()

0

lim

()(,;,)

BP

GG

GGdsG

nn

e

e

hh

xx

¶

®

¶¶

-=-

¶¶

ò

在球对称情况下取如下常微分方程形式：
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求解：当
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其中
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从而
其中
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取
                            其中是
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除原点外满足Laplace方程
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④，Green公式
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两式相减，得：
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Ⅰ和Ⅱ可以直接计算验证，下面我们来证明Ⅲ（即书上定理1.2）。
Ⅲ的证明：为简单起见，我们只证
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我们要设法利用定理1.1的Green公式，对
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这里
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注：在上面的证明中我们已证            
其中 
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④，Green(第二)公式
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这里
[image: image2340.wmf](,)

xy

nn

n

=

是
[image: image2341.wmf]¶W

上的单位外法向量。

证明：与前面的证明是类似的解。对
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                    注1：定理1.3在空间维数大于
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注2：公式
说明了：
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确定，这为我们求解位势方程的边值问题提供了重要的思路。
7.17.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.17.6作业安排及课后反思 

作业：对
[image: image2357.wmf]3
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详细写出定理1.3的证明。
课后反思：1．基本解与Green公式
7.17.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．无穷积分，极限，求导。
7.17.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p169-174

7.18教学单元十八
7.18.1单元教学日期
7.18.2单元教学目标

教学目标：掌握Green函数，圆上的Poission公式。
7.18.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第十八讲   第四章 位势方程 §1 基本解与Green函数

           1.2 Green函数 1.3圆上的Poission公式
教学重点：圆上的Poission公式。
教学难点：Green函数。
7.18.4单元教学过程  
                        §1.2 Green函数
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现在我们来讨论位势方程第一边值问题（Dirichlet问题）的求解，前面仅以二维问题为例，三维以上问题的讨论是类似的。
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由Green第二公式：
[image: image4274.wmf]2242

2

222

00

1

2cos()

(,)ln(,)

4

[2cos()]

a

rara

urdrfrd

arr

p

q

rrqa

raa

p

rrqa

+--

=

+--

òò

因此，
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上式中
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即

  因此，只要求出了
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），
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就出上式给出。
总结：为求解问题
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只要求出
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，即求解问题
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求解
[image: image2390.wmf](1.23)

，等价于求解
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。
    一般来说，我们不能求出
[image: image2392.wmf]G

的显示表达式，而只能证明
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的存在性，但当
[image: image2394.wmf]W

的形状比较特殊时，如半平面、圆等，我们容易求出它的显示表达式。
①，Green函数的定义
定义1.3：设函数
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则称函数
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[image: image2401.wmf](1.16)

        
的Green函数。由前面的讨论，若
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定理1.5：设
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注1：也可以用

[image: image2406.wmf](1.22)

       
在
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中的连续解，作为Green函数的定义，与前面的定义是等价的。
注2：Green函数的物理意义：

①，在物体内部
[image: image2408.wmf](,)
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处放置单位点热源，并保持物体表面温度恒为
[image: image2409.wmf]0

，则物体的温度分布就是Green函数；
②，某空心导体的表面接地（电位势保持为
[image: image2410.wmf]0

），在其内部某点
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处放置一单位正电荷，则该导体内部产生的电位势分布就是Green函数。

注3：引入Green函数的重要意义在于把具有任意非齐次项
[image: image2412.wmf]f

和任意边值
[image: image2413.wmf]j

的定解问题归结为求解一个特定的边值问题。

注4：对其他边值问题，以及高维问题，也可用与前面类似的方法定义函数
[image: image2414.wmf]g

，并由此得出该边值问题解的表达式以及相应的Green。
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注5：由于
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的奇性部分，
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为
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的光滑部分。
②，Green函数的性质
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Ⅰ. 
Ⅱ. 对任意的
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证明：由
[image: image2426.wmf]G

和
[image: image2427.wmf]g

的性质即得。
Ⅲ.  
[image: image4290.wmf]2

0

0

22

0

22

1

|()()|

2

2cos()

a

Jd

aa

qd

qd

r

jajqa

p

rrqa

+

-

-

º-

+--

ò


[image: image4291.wmf]2
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证明：由于，
及
[image: image2428.wmf]Gg

=G+

，我们得出上面的第二式。
第一式的证明需要用到Laplace方程的极值原理。（见下节）
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证明：由

[image: image2429.wmf](1.20)

    
其中，
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这就是要证的等式。
Ⅴ. Green函数的对称性
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证明：要证对
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这里
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下面我们来计算积这四个积分。
在基本解的证明中我们已经得出：

其中，
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这里我们利用了
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而，
于是，
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                              特殊区域上Green函数的导出
我们现在来求一些特殊区域上的Green函数。
复习：Green函数及基本解的定义及性质
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定义1.3：设函数
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上有任意的二阶连续偏导数且满足
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则称函数
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[image: image2479.wmf](1.16)


的Green函数。
由
[image: image2480.wmf](1.16)

的Green函数求解问题
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：（形式解）
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Green函数性质：
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Ⅰ. 
Ⅱ.对任意的
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Ⅲ.  
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Ⅳ.        
Ⅴ. Green函数的对称性
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注2：Green函数的物理意义：

①，在物体内部
[image: image2488.wmf](,)
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处放置单位点热源，并保持物体表面温度恒为
[image: image2489.wmf]0

，则物体的温度分布就是Green函数；
②，某空心导体的表面接地（电位势保持为
[image: image2490.wmf]0

），在其内部某点
[image: image2491.wmf](,)
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处放置一单位正电荷，则该导体内部产生的电位势分布就是Green函数。
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注5：由于
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的光滑部分。
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基本解的定义及性质
Ⅰ.                           其中
是
[image: image2500.wmf]n

维单位球面的面积。
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Ⅲ.位于
[image: image2504.wmf]x

的正单位点电荷在空间产生的电位势分布。
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时写成：

镜像法求特殊区域上的Green函数
求解思路：
由基本解的物理意义，
[image: image2506.wmf](,;,)

xy

h

x

G

可看作是位于
[image: image2507.wmf](,)

h

x

ÎW

正单位点电荷在点
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外部的电荷在点
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抵消而使得
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所以，只要找到了适当的位置，并在其上放置适当的电荷使得当这些电荷产生的电位势在
[image: image2517.wmf]¶W

上与
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抵消，则这些电荷产生的电位势就是
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，并由此得出
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如果将
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设想为一镜面，则点
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在该镜面中的像所在的位置可能就是我们要找的放置适当电荷的位置。因此，这种求Green函数的方法就称为镜像法。
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有一定的对称性时，容易确定
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例1：上半平面
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例2：第一象限
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共有三个镜像
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例 3：无限带形
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例4：圆
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如图圆
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例5：半圆
如图：
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共有三个镜像
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例6：求解上半平面位势方程的第一边值问题。
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解： 第一步，求Green函数。     
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第二步，利用求解公式
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求解。
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 改写为：
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第三步，有由上式给出的函数确为所求的解。为此，要证：
①， 
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其中，①+③得出
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当
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满足适当的条件时，我们可以证明①、②和③。                  解毕。
注1：当
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  这一问题我们曾Fourier变换法求解过，得出的解与我们这里用Green函数法得出的解是相同的。
[image: image4352.wmf]1

max()max

ax

xx

uxe

e

Î¶WÎ¶W

£+

注2：问题
[image: image2580.wmf](*)

的解不是唯一的，事实上它的任一解加上
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仍是它的解。但可以证明，它的有界解是唯一的。
例 7：求解第一象限位势方程的第一边值问题。
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解：可以用两种方法来求解：
方法1：用Green函数法求解。
如图所示，在点
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   这样，就可以求出本边值问题的Green函数。再由公式
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就求出了形式解的表达式。
方法2：用对称延拓法求解。
先作变换将边界条件
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作奇延拓，将问题化为上半平面的第一边值问题，然后利用前面例6的结果，得出解的表达式，最后再代回到原问题，得出解的形式表达式。 
         §1.3 圆上的Poisson公式
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  本节，我们用Green函数法来求解圆上位势方程的第一边值问题：
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其中，
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为半径的开圆。
解：第一步，求Green函数。
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若
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正好是原点，则它的对称点为无穷远点。
    下面我们用镜像法来求Green函数。
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从而即，
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于是，
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设在极坐标下，
        
[image: image2617.wmf](,)(,)

y

Qxr

a

=

，
[image: image2618.wmf](,)(,)

y

Px

rq

=

，
        
[image: image2619.wmf]1111

(,)(,)

P

hr

xq

=

，
[image: image2620.wmf]1

2

a

r

r

=

。

由余弦定理，

 
[image: image2621.wmf]22

()()

QP

xy

xh

-+-=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image2622.wmf]22

2cos()

rr

rrqa

=+--

，
 
[image: image2623.wmf]11

22

11

22

1

()()

2cos()

xy

QPrr

xhrr

qa

-+-=

=+--


[image: image4372.wmf],(,),

,(,),

ufxy

uxy

j

ì

ï

í

ï

î

-D=ÎW

=Î¶W

                        
[image: image4373.wmf]()(),,

()(),,

Luucxufxx

u

xuxx

n

aj

ì

ï

ï

í

ï

ï

î

º-D+=ÎW

¶

+=Î¶W

¶


[image: image4374.wmf]0

()min

x

uxu

ÎW

=

[image: image4375.wmf]0

0

|

xx

u

n

=

¶

£

¶

即        
注意到：上式当
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与前面得到的结果一致。因此，
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第二步，利用求解公式
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求解。
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这就是边值问题：
的形式解。
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 解的表达式：
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上式称为圆上的Poisson公式。
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而由
由数学分析的知识，可以验证求导求积分交换次序，得出
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因此，存在
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例：求解半圆上位势方程的边值问题：
其中，
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解法1：Green函数法。
用镜像法求出该问题的Green函数，再用公式
[image: image2678.wmf](1.20)

得出形式解，最后再严格证明。
解法2：对称延拓法。

思路：设法将已知数据和解延拓到圆
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上，使问题化为圆上位势方程的边值问题，并利用该问题解的表达式得出所求的解。
延拓依据：由圆上Laplace方程第一边值问题解的表达式：
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知：若
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（证明作为练习）
所以，对于问题：
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其中，
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我们可以用关于
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作奇延拓的方法，将问题转化为圆上Laplace方程的第一边值问题来求解，然后将这个解限制在上半圆上，就得到我们要求的形式解。
解：令
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求解下述圆上Laplace方程的第一边值问题：
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于是，我们有：当
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特别，当特别，当
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的形式解为
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验证：可以证明，若
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的解，其中边值的意义为
   [image: image4447.wmf],1
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附注1：求Green函数的镜像法同样适合于高维问题。
[image: image2701.wmf](3)
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附注2：对于二维问题还可以用复变函数中的保角变换，来求Green函数，且非常有效。其方法如下：
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设区域
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  为求
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上的Green函数
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  先求
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上的Green函数
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例：第一象限位势方程的第一边值问题的Green函数。
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解：记
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先求上半平面的Green函数
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由前面的例题，知：
这里
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                      解毕。
7.18.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.18.6作业安排及课后反思 

作业：1.试对下述边值问题，给出Green函数的定义：
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其中
[image: image2724.wmf]n

为
[image: image2725.wmf]¶W

的外法向，
[image: image2726.wmf]g
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。
2.习题四17,(2) 18，20，(2)，21, 22（1）（公式）。

课后反思：1．Green函数与圆上的Poission公式
7.18.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．无穷积分，极限，求导。
7.18.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p174-184
7.19教学单元十九
7.19.1单元教学日期
7.19.2单元教学目标

教学目标：掌握极值原理。
7.19.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第十九讲   第四章 位势方程 §2 极值原理与调和函数的性质
           2.1 极值原理
教学重点：极值原理。
教学难点：极值原理。
7.19.4单元教学过程
§2 极值原理
·因为位势方程可以看作为热传导方程当温度达到平衡时的极限方程，而热传导方程具有极值原理，所以位势方程也有极值原理。

·从实际问题中看极值原理：
  设有一物体，内部没有热源，且物体的温度已经达到平衡，不再随时间变化，则该物体的温度的最大值和最小值必在该物体的边界上取到。
  其原因是：热量总是从温度高的地方流向温度低的地方，如果温度在内部某点取到严格最大值或严格最小值，则随着时间的推移，热量将由温度高的点向温度低流动，从而引起物体温度随时间变化，也即物体的温度不能低于平衡状态。
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            §2.1 极值原理
  设
[image: image2727.wmf]W

为
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中的有界开集，
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为其边界。

考虑下述比位势方程更一般的方程：
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引理2.1：设在
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则
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上取到它在
[image: image2738.wmf]W

上的非负最大值，也即
[image: image2739.wmf]()

ux

在
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上的非负最大值只能在边界
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取到。

注：将方程写成
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可以看作是某种热源，它的热源强度与温度有关。当
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，总热源是吸热热源。因此，从物理上看，温度的非负最大值只能在边界上达到。
证明：用反证法。如果引理2.1的结论不成立，则存在
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由数学分析的知识，得
[image: image4467.wmf](1)

               
因此， 
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矛盾。引理2.1的结论必定成立。                                    证毕。

定理2.2：设在
[image: image2750.wmf]W

上
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且有界，
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则
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在
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上的非负最大值必在边界
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上取到，（但也可能同时在
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内取到。）
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即： 如果       则          
[image: image4470.wmf](2)

说明：①，如果定理2.2什么也没说。
[image: image4471.wmf](3)

②，等式等价于最大值必在边界
[image: image2759.wmf]¶W

上取到，
③，书上定理2.2的叙述有错误！

证明思路：通过适当的函数变换，将问题化为
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的情形，然后利用引理2.1。
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证明：设   对
[image: image2761.wmf]0

e

">

，令
[image: image2762.wmf]1

()()

ax

wxuxe

e

=+

，其中
[image: image2763.wmf]a

为待定常数。则
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由假设
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上有界，因此我们可以取
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由引理2.1，
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在
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上的非负最大值只能在边界
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上取到。
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于是，
因为
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是有界的，故
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另一方面，总有 所以，
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于是，我们证明了：如果 则                       
也即是：
[image: image2776.wmf]()
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在
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上的非负最大值必在边界
[image: image2778.wmf]¶W

上取到。  定理2.1证毕。

推论1：设在
[image: image2779.wmf]W

上
[image: image2780.wmf]()0

cx

³

且有界，
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则
[image: image2784.wmf]()
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在
[image: image2785.wmf]W

上的非正最小值必在边界
[image: image2786.wmf]¶W

上取到。
证明：对
[image: image2787.wmf]u
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应用定理2.2，并注意到
[image: image2788.wmf]u
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的非负最大值等于
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的非正最小值
推论2：设在
[image: image2790.wmf]W

上
[image: image2791.wmf]()0
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且有界，
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则
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在
[image: image2796.wmf]W

上的非负最大值以及非正最小值必在边界
[image: image2797.wmf]¶W

上取到。

注：由引理2.1的证明可以看出，如果
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，则引理2.1的结论中的“非负最大值”可以用“最大值”代替，从而在定理2.2及其推论中的“非负”及“非正”可以去掉。
注：前面的定理2.2及其推论中，我们只能确定
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上的非负最大值（非正最小值）必在边界上取到，不能确定它在
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上的非负最大值（或非正最小值）是否也能在边界上取到。事实上我们还可以证明更强的结论，即
 如果增加条件：
[image: image2803.wmf]W

是连通的。则，在定理2.2及其推论中，
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在
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上的非负最大值（非正最小值）不能在
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取到，除非
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在
[image: image2808.wmf]W

上恒等于常数。这一结论称为强极值原理，证明较复杂。参见书上定理2.4.
7.19.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.19.6作业安排及课后反思 

作业：设
[image: image2809.wmf]W

为
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中的有界开集，
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的Green函数。用弱极值原理证明：

       
[image: image2812.wmf](,;,)0
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注：用强极值原理还可证明上式中等号不能成立。
课后反思：1．强弱极值原理
7.19.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．无穷积分，极限，求导。
7.19.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p184-187

7.20教学单元二十
7.20.1单元教学日期
7.20.2单元教学目标

教学目标：掌握边值问题解的最大模估计。
7.20.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第二十讲   第四章 位势方程 §2 极值原理与调和函数的性质

           2.2 边值问题解的最大模估计 
教学重点：边值问题解的最大模估计。
教学难点：边值问题解的最大模估计。
7.20.4单元教学过程
                  §2.2 边值问题解的最大模估计
   设
[image: image2816.wmf]W

为
[image: image2817.wmf]n
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中的有界开集，
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为其边界。
   考虑下述位势方程的Dirichlet问题：
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定理2.5：设
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其中        是仅依赖于维数
[image: image2822.wmf]n

和
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的直径的正常数。
证明：与热平衡方程的情况相类似，我们可以通过构造适当的辅助函数与问题的解作比较，再用比较原理得出结论。
[image: image4490.wmf](,)

(,)

(,)

0

(,)

(,)(,)

y

x

xy

xy

xy

J

xy

xyxy

j

j

xh

yy

¶

=-=¹

¶

   如果
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如果
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式成立，则由弱极值原理的推论，得：
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上的最大模估计。
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下面来找满足
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的函数
[image: image2842.wmf]w

。记
[image: image2843.wmf]d

为
[image: image2844.wmf]W

的直径，即
[image: image4494.wmf](),

xyxyxyyxxyxyxy

uuuuuu

hhh

xxxhx

xxxhxhhhxh

=+++++

 因为
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注：由定理2.5，我们容易推出：位势方程的Dirichlet问题：
的解在函数类
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   下面我们考虑下述第三边值问题：
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定理2.6：设在
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  是仅依赖于维数
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由定理2.6，我们容易推出：下述第三边值问题：
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的解在函数类
[image: image2930.wmf]12

()()

vCC

ÎWW

I

中的解是唯一的，以及在最大模的一样下，解关于
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，则问题化为位势方程的Neumann问题：
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所以
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有界的必要条件为
7.20.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.20.6作业安排及课后反思 

作业：1, 5（利用定理2.2）, 6，12
课后反思：1．位势方程边值问题解的最大模估计
7.20.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．无穷积分，极限，求导。
7.20.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p188-191
7.21教学单元二十一
7.21.1单元教学日期
7.21.2单元教学目标

教学目标：掌握能量模估计。
7.21.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第二十一讲   第四章 位势方程 §2 极值原理与调和函数的性质

           2.3能量模估计
教学重点：能量模估计。
教学难点：能量模估计。
7.21.4单元教学过程
            §2.3 能量模估计
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本节我们将对边值问题建立能量模估计，即能量不等式。

  设
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为
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中的有界开集，
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为其边界。
   考虑下述Dirichlet问题：
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定理2.7：设
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          其中 
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仅依赖于
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证明： 对方程两端乘
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由分部积分公式，得
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这里
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为
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的单位外法向量。
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因为
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称项后得：  [image: image4542.wmf](,)
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注1：由定理2.7的结论可以推广到
[image: image2965.wmf]0
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的情况。
注2：由定理2.7，我们容易推出：Dirichlet问题：
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在能量模的意义下，解关于
[image: image2966.wmf]f

和
[image: image2967.wmf]j

是稳定的。
下面考虑第二、三边值问题:
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这里
[image: image2969.wmf]n

为
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的单位外法向量。
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其中 
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证明：与定理2.7的证明几乎完全一样。作为练习。
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注1：由定理2.8，我们容易推出：第二。三边值问题：
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在条件  
[image: image2979.wmf]0

()0

cxc

³>

，
[image: image2980.wmf]()0

x

a

³

，
[image: image2981.wmf]x

ÎW

下，解在函数类
[image: image2982.wmf]12

()()

CC

WW

I
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是稳定的。
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注2：由定理2.8的结论在
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即                   

因此，
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在
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中恒为常数（假设
[image: image2990.wmf]W

为连通的）。
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特别，第二边值问题

的解在
[image: image2991.wmf]W

中恒为常数（假设
[image: image2992.wmf]W

为连通的）。
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由此推出问题
的任何两个解在
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中正好相关一个常数（假设
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为连通的）。
7.21.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.21.6作业安排及课后反思 

作业：习题四14,15，证明定理2.8
课后反思：1．位势方程能量模估计
7.21.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．无穷积分，极限，求导。
7.21.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p191-192
7.22教学单元二十二
7.22.1单元教学日期
7.22.2单元教学目标

教学目标：掌握二阶线性偏微分方程的三种标准型。
7.22.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第二十二讲   第五章 二阶线性偏微分方程的分类 §1 分类
教学重点：二阶线性偏微分方程的三种标准型。
教学难点：二阶线性偏微分方程的三种标准型。
7.22.4单元教学过程
                第五章 二阶线性偏微分方程分类
本章讨论：

（1）一般二阶线性偏微分方程的分类法。

（2）常系数二阶线性偏微分方程化简法。

（3）具有二个自变量的二阶线性偏微分方程化简法。

                         §1.分类
一、一般二阶线性偏微分方程：

一般二阶线性偏微分方程可表为：
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其中
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方程的二阶项系数矩阵：
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为一对称矩阵。
二、二阶线性偏微分方程实例及其二阶项系数矩阵：
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,

.

x

y

y

x

x

ì

ï

í

ï

î

=

=--

波动方程   
[image: image2997.wmf]2
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，
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，一个特征值与其余特征值异号。
热传导过程  
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[image: image3001.wmf]1
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[image: image3003.wmf]0

，其余特征值同号。
位势方程   
[image: image3004.wmf]uf
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[image: image3005.wmf]mn
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，所有特征值同号。
三、二阶线性偏微分方程的分类：
定义5.1：若方程
[image: image3006.wmf](1)

的二阶项系数矩阵
[image: image3007.wmf]0
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个特征值
       1.同号，则称方程
[image: image3009.wmf](1)

在
[image: image3010.wmf]0

x

点是椭圆型的。

       2.一个为
[image: image3011.wmf]0

，其余同号，则称方程
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在
[image: image3013.wmf]0

x

点是抛物型的。
       3.一个与其余异号，则称方程
[image: image3014.wmf](1)

在
[image: image3015.wmf]0
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点是双曲型的。
如果对于区域
[image: image3016.wmf]W

上的每一个点，方程
[image: image3017.wmf](1)

都为椭圆型（抛物型、双曲型），则称方程
[image: image3018.wmf](1)

在
[image: image3019.wmf]W

上为椭圆型（抛物型、双曲型）。
例如：

 波动方程 
[image: image3020.wmf]2
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 是双曲型；

 热传导方程
[image: image3021.wmf]2
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 是抛物型；

 位势方程   
[image: image3022.wmf]uf
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    是椭圆型。

三类方程的标准形式：

1.双曲型方程的标准形：

     [image: image4558.wmf]()
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2.椭圆型方程的标准形：
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   3.抛物型方程的标准形：
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这里，
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[image: image3025.wmf]1
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元函数。
注：当然，从矩阵的性质分析，还可以产生其他情形的分类，但是由于这些方程的实际背景有的至今还不是很清楚，有的即使有实际意义，但与上述三类方程相比，远没有引起人们的兴趣和注意，所以一般偏微分方程理论都不涉及这方面的任何内容。
四、常系数二阶线性偏微分方程的化简：
   根据二阶线性偏微分方程的分类法，我们自然会问，是否可以通过适当的变换，将一个二阶线性偏微分方程的二阶项化简成三类标准的偏微分方程之一。这对于一般情形是做不到，但对于二种情形是可行的。即：常系数二阶线性偏微分方程及含有二个自变量的二阶线性偏微分方程。

对于常系数二阶线性偏微分方程的化简，有以下定理：

定理5.1：若方程
[image: image3026.wmf](1)

的二阶项系数均为常数，且它属于椭圆型（抛物型、双曲型）方程，则必有一个非奇异的自变量线性变换，将方程
[image: image3027.wmf](1)

的二阶化为形如
[image: image3028.wmf](4)

（
[image: image3029.wmf](3)

、
[image: image3030.wmf](2)

）的标准形式。
证明：我们仅讨论方程
[image: image3031.wmf](1)

为椭圆型情形。

     因为方程
[image: image3032.wmf](1)

为常系数的，故可以表为如下形式：
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其中
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事实上，我们直接计算可得：
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[image: image4571.wmf]1
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作非奇异线性变换：
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代入
[image: image3034.wmf](5)

得：
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  由线性代数知识，存在非奇异矩阵，使得
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于是方程化为：
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即：
方程的二阶项部分化为椭圆型方程的标准形式。
      化常系数方程为标准方程的方法总结：
第一步：写成方程的二阶项的系数矩阵
[image: image3036.wmf]A

；

第二步：找非奇异矩阵
[image: image3037.wmf]B

，使得
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其中

第三步：作变换
[image: image3038.wmf]YBX
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关于
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的有关偏导数用
[image: image3042.wmf]u

关于
[image: image3043.wmf]y

的偏导数表示出来，并代入方程即可得方程的标准形式。
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注：二阶项一定化成了

而不必再算。
例：化方程

                      [image: image4585.wmf],
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为标准型，其中，
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解：

要找非奇异矩阵
[image: image3045.wmf]B

使得
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   由线性代数的知识，这等价于二次型
[image: image3046.wmf]T
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即：               
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即：        
因为
[image: image3050.wmf]T
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于是，原方程的二阶项在变换
[image: image3051.wmf]YBX
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下化为
因为原方程只有二阶项，所以原方程化为
原方程为椭圆型方程。
注：若方程还有低阶，则还要进一步计算。
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由上式算出

再代入低阶项计算即可。

7.22.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.22.6作业安排及课后反思 

作业：习题五1
课后反思：1．二阶偏微分方程三种分类
7.22.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．无穷积分，极限，求导。
7.22.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p221-225

7.23教学单元二十三
7.23.1单元教学日期
7.23.2单元教学目标

教学目标：掌握二阶线性偏微分方程的二个自变量的化简。
7.23.3单元教学内容（含重点、难点）

教学内容：第二十二讲   第五章 二阶线性偏微分方程的分类 
§2二个自变量的方程的化简
教学重点：二阶线性偏微分方程的二个自变量的化简。
教学难点：二阶线性偏微分方程的二个自变量的化简。
7.23.4单元教学过程
                  §2.二个自变量的方程的化简
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  本节讨论方程：
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一、二个自变量二阶线性偏微分方程的特征线
   （1）特征线定义

  定义2.1 称二维平面上的曲线
[image: image3054.wmf]{(,)|(,)0}
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为方程
[image: image3055.wmf](1)

的特征线，如果在曲线
[image: image3056.wmf]L

上的每一点成立
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 （2）特征线求法
   对于特征线
[image: image3057.wmf](,)0
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确定的隐函数求导得  
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  代入特征线方程
[image: image3059.wmf](2)

得
当
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时可得：
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为关于的二次方程，解方程得：
[image: image4607.wmf]2
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记

[image: image4609.wmf](4)
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   这时有三种可能：
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1.在点
[image: image3061.wmf]00
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的近旁
[image: image3062.wmf]0
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，由于
即方程的二阶项系数矩阵的二个特征值异号，方程为双曲型。此时
[image: image3063.wmf](4)

的右端取相异的实值，解对于的常微分方程可得两族不同的实特征线，将它们表示为

                
[image: image3064.wmf]1
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， 
[image: image3065.wmf]2
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2.在点
[image: image3066.wmf]00
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的近旁
[image: image3067.wmf]0

Dº

，并且
[image: image3068.wmf]11
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[image: image3069.wmf]12
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[image: image3070.wmf]22
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不全为
[image: image3071.wmf]0

，方程为抛物型，
[image: image3072.wmf](4)

的右端取唯一的实值，解对应的常微分方程可得一族实特征线，将其表示为
                   
[image: image3073.wmf]1
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，
3. 在点
[image: image3074.wmf]00
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的近旁
[image: image3075.wmf]0
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，此时，方程为椭圆型，不存在实的特征线。
 总结：二阶线性偏微分方程
[image: image4612.png]


    
[image: image4613.wmf]22
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[image: image4614.wmf]2
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1，判断类型：

[image: image3076.wmf](,)0
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，在该点有两条特征线通过，方程为双曲型；
 
[image: image3077.wmf](,)0
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，在该点有一条特征线通过，方程为抛物型；

[image: image3078.wmf](,)0

xy

D<

，在该点没有实特征线通过，方程为椭圆型。
注：1，两个变量的方程只有这三种类型。
    2，讨论过一点的特征线，要在这点的一个领域内讨论，否则没有意义。
2，特征线的求法：
   特征线
[image: image3079.wmf]()
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满足常微分方程：
       [image: image4615.wmf]2
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[image: image4616.wmf]0
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即：
或 
[image: image3080.wmf]x
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=

常

数

，
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3，三类方程名称的由来。
  考虑下述代数方程：

  
[image: image3083.wmf](*)

      
[image: image3084.wmf]111222
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其中
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固定。
如果
[image: image3086.wmf](*)

是
[image: image3087.wmf]X

，
[image: image3088.wmf]Y

平面上的椭圆，则偏微分方程为椭圆型；
如果
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我们引入新的自变量
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由于特征线满足
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它们为二次代数方程
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 即：
因此，变换
[image: image3104.wmf](5)

是可逆的。求导得
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代入方程，
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方程化为：
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（2）在点
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我们引入新的自变量
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同样求导、代入方程并经整理得：
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方程
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进一步可化为
（3）在点
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同样引入新的自变量
[image: image3126.wmf]x
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[image: image3127.wmf]h

：
[image: image4656.wmf]2

0

(,,,)

(,,,)(,,,),()

(,,,)(,,),()

(,,,),()0.

,,,0,

,,,

,,,

u

a

t

uxyzt

t

uxyztfxyzt

uxyzxyz

gxyz

xyzt

xyz

xyzt

n

j

ì

ï

ï

ï

í

ï

ï

ï

î

¶

¶

¶

¶

D

=ÎW>

=ÎW

=Î¶W³

-

               

[image: image4657.wmf]2

0

(,,,)(,,,),()

(,,,)(,,),()

(,,,),()0.

,,,0,

,,,

,,,

u

a

t

u

t

uxyztfxyzt

uxyzxyz

gxyz

xyzt

xyz

uxyzt

n

j

a

ì

ï

ï

ï

í

ï

ï

ï

î

¶

¶

¶

¶

D

=ÎW>

=ÎW

+=Î¶W³

-

（

）

则
[image: image3128.wmf](,)

xy

j

和
[image: image3129.wmf](,)

xy

y

为函数无关的。事实上，由
[image: image3130.wmf](9)

可得
[image: image4658.wmf]3

3

2

0

(,,,)(,,,),()

(,,,)(,,),()

,,,0,

,,,

u

a

t

uxyztfxyzt

uxyzxyz

xyzRt

xyzR

j

ì

ï

ï

í

ï

ï

î

¶

¶

D

=Î>

=Î

-

从而得：
将实部与虚部分开得：
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2

2

(,),

uu

a

t

x

fxt

¶¶

¶

¶

=

-

                [image: image4660.wmf]2

2

2

2

(,)

()

uuu

a

tr

x

frt

r

¶¶¶

¶¶

¶

+=

-


[image: image4661.wmf]22

22

2

1

(,,)

()

uuuu

a

tr

rz

frzt

r

¶¶¶¶

¶¶

¶¶

++=

-


[image: image4662.wmf]2

222

222

222

exp(),

()

0,

kxy

xy

xy

xy

e

e

e

e

r

e

e

ì

ï

ï

í

ï

ï

î

-+<

-+

+³

=

(,)

因此
[image: image4663.wmf]2

1

)

R

y

xdxdy

e

r

=

òò

(,

                

[image: image4664.png]



同样求导、代入方程并经整理得：
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将它代入
[image: image3131.wmf](9)

，将实部与虚部分开，类似可得
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 因此，方程化为：
利用特征线化方程为标准型总结：
 当在某点的一个邻域内，方程为三种类型之一时，可按下法将方程在这个邻域内化为相应的标准型。
1，双曲型。设两簇特征线为
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作自变量变换  
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方程化为形如
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再作变换    
则方程化为标准型：
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2，抛物型。设一簇特征线为
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作自变量变换   
[image: image4676.wmf](*)

则方程化为标准型：
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如再作函数变换    
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则方程可进一步化简为 
2，椭圆型。设两簇虚特征线为
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 例题
例 1：化方程为标准型。
解：
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所以，当
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注意：方程在
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情形1：
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解得      
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作自变量变换：
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则：   
[image: image4689.wmf]'

[]

()()

()

()()

xxxyyy

dxdyuvfdxdyuvpds

j

uvvuvv

T

ee

e

ee

G

WW

-+-+

=

+++

òòòòò


[image: image4690.wmf]0

()

xxyy

dxdyvfdxdyvpds

uvuv

T

G

WW

--

=

+

òòòòò

      
[image: image4691.wmf]0

vM

"Î

[image: image4692.wmf]()

xxyy

dxdyvfdxdyvpds

uvuv

T

G

WW

--

+

òòòòò

      
[image: image4693.wmf]()

()

xxyy

xxyy

dxdyvunundsvfdxdyvpds

uvuv

TT

G

WW

¶W

++--

+

=-

òòòòòòò

[image: image4694.wmf]()0

xxyy

u

dxdyvdsvfdxdyvpds

vuu

n

TT

GG

WW

¶

+--

¶

+

-=

òòòòòò

      
[image: image4695.wmf]*

()

       
[image: image4696.wmf]()0

xxyy

dxdyvfdxdy

vuu

T

WW

-

+

-=

òòòò

代入原方程，得：
[image: image4697.wmf]0

v

C

¥

W

"Î

（

）

[image: image4698.wmf][]

()0

xxyy

Tfvdxdy

uu

W

+

+

=

òò


[image: image4699.wmf]0

u

vds

vufdxdyvfdxdyvpds

TT

n

G

G

WW

¶

¶

-D--

=

ò

òòòòò

 所以，    
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所以，原方程化为
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情形2： 
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     特征线方程为  
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解得      写成：       
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作自变量变换：
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则：   
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代入原方程，得：
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即，原方程化为：         
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例 2:化方程                            为标准型。
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解：
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，                     所以，   方程为抛物型。
特征线方程为  
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方程为恒等式）
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 写成：     
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           代入方程并化简，得：
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注：再作函数变换
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 还可将方程化为：

7.23.5教学方法：讲授法，板书+PPT
7.23.6作业安排及课后反思 

作业：习题五2
课后反思：1．二阶偏微分方程三种分类
7.23.7课前准备情况及其他相关特殊要求

1．无穷积分，极限，求导。
7.23.8参考资料

《数学物理方程讲义》(1—5章),姜礼尚等编, 高等教育出版社，p225-238
8．学生课程学习要求
8.1学生自学的要求：

1．按老师指定内容自学（课前预习、课后复习）

2．按自己实际学习状况自学

8.2课外阅读的要求：

多看老师指定参考书籍，积极思考课堂布置的课外思考题。

8.3课堂讨论的要求

积极思考，积极提问，积极回答

9．课程考核方式及评分规程

9.1出勤（迟到、早退等）、作业、报告等的要求：

出勤：缺一次扣平时成绩3分,迟到、早退扣平时成绩2分，事假扣平时成绩1分。

作业：全批全改，用A、A-、B、B-四个等级，分别表示90-100、80-89、70-79和60-69。

9.2成绩的构成与评分规则说明：

没有期中考试时：平时成绩占30%，期末卷面成绩占70%折算成学科成绩。

有期中考试时：平时成绩占20%，期中卷面成绩占20%，期末卷面成绩占60%折算成学科成绩。

9.3考试形式及说明（含补考）

平时以出勤和作业为主，期末卷面分A、B卷，难度相当，题型与分值相同，重复率不超过15%，任选一套作期末试卷，另一套作补考试卷
10．学术诚信规定

10.1考试违规与作弊

严格遵守并执行学校《学生手册》

10.2学术剽窃等

遵守知识产权，除非教师有特别要求，否则所有的作业、论文等都应学生自己完成。
11．课堂规范
11.1课堂纪律
   课堂纪律要求
1、 衣着不得体、男生长发、戴首饰、酒后不得进入教室，特殊时期不穿校服，不戴胸卡者不得进入教室。做好课前唱歌和课前准备工作，桌上不得摆放与本堂课无关的东西或书籍。另外，上课时间不得看与本堂课无关的东西或书籍。
2、 预备铃响，立即归位，准备学习用品，静候上课。老师进入教室上课时，值日生“起立”口令全体起立行礼，老师回礼后，听值日生口令坐下。迟到者要在门处立正喊“报告”，待老师允许后方可坐下。
3、 在教学过程中，学生要尊敬教师、尊重教师的劳动，接受教师的指导。学生在课堂上应认真听讲，作笔记。保持课堂严肃安静积极思考，大声答问。向老师答问或发问须起立，经允许后方可坐下。上课后，除非有特殊紧急情况，在没有征得任课教师的同意下，上课时，不能交头接耳，不准窃窃私语，下课时不能大声喧哗，以免影响其他教室的同学。
4、 不能睡觉、交谈、吃东西、听耳机、传纸条、搞小动作、照镜梳头、随意进出等违纪现象。同学之间要互相谦让，互相照顾，不得抢占座位。
5、 学生在课堂上不得随意讲话，如提问或发言，应先举手示意，课堂讨论时应注意控制声响，不得影响他人学习或讨论。先举手，再发言。不要随意打断老师的讲话，有事下课或者举手说。有同学发言时，其他学生必须注视发言者，有不同意见要举手，不能打断，其他学生回答正确可以鼓掌。
6、 学生不得随意迟到、早退，进出教室时不得影响他人学习和教师讲课。自习课上独立学习，不允许讨论问题。当自己的学习速度较快，不能坐着等，要充分利用时间温习已学内容。当同伴有问题（开小差或看不清，不会记录时）要及时提醒，帮助。我们要有团结互助的精神，成绩好的同学要积极帮助学习有困难的同学。
7、 学生在上课时应将手机关掉，更不能在课堂上接听电话，影响教师讲课和他人听讲。上课期间，无关人员一律不得进出教室，或在课堂内逗留。
8、 下课铃响，老师宣布“下课”，值日生“起立”口令，待老师离开讲坛后，学生方可离开教室，课间休息不准追赶玩闹、打球、下棋。在教学楼内应保持肃静，不得在走廊和教室内高声喧哗以及做有碍上课和自习的活动。非经教学楼管理部门同意，教室内一切备品都不得任意搬动，要自觉爱护教室内的一切备品。
9、 作业一定要及时上交，不得有拖拉现象。作业都交到小组长那，小组长负责清点人数，并检查作业完成情况，如果没完成，一定要返还给他，并要求他完成了再交。小组长统一交给课代表。
10、 严禁学生吸烟，不得随地吐痰、乱扔废弃物，更不能在教室内打闹、喧哗。保持教室的良好环境和卫生。发现自己座位下有废纸等自觉拾起丢进垃圾桶。
11、 学生要爱护教室内的公物、设备，遵守实验室的纪律。损坏公物、设备要照章赔偿。
12、 凡违反本规定者，根据情节给予批评和处分，造成损失者将追究其责任。
一个有生命力的民族，必定是有一个有纪律的民族！
一个精诚协作的团队，必定是有一个有纪律的团队！
一个有凝聚力的班级，必定是有一个守纪律的班级！
一个有进取心的学生，必定是有一个守纪律的学生！
11.2课堂礼仪
礼仪是人类为维系社会正常生活而要求人们共同遵守的最起码的道德规范，它是人们在长期共同生活和相互交往中逐渐形成，并且以风俗、习惯和传统等方式固定下来。对一个人来说，礼仪是一个人的思想道德水平、文化修养、交际能力的外在表现，对一个社会来说，礼仪是一个国家社会文明程度。道德风尚和生活习惯的反映。重视、开展礼仪教育已成为道德实践的一个重要内容。
礼仪教育的内容涵盖着社会生活的各个方面。从内容上看有仪容。举止、表情、服饰、谈吐、待人接物等；从对象上看有个人利益、公共场所礼仪、待客与作客礼仪、餐桌礼仪、馈赠礼仪、文明交往等。在人际交往过程中的行为规范称为礼节，礼仪在言语动作上的表现称为礼貌。加强道德实践应注意礼仪，使人们在“敬人、自律、适度、真诚”的原则上进行人际交往，告别不文明的言行。礼仪、礼节、礼仪、礼节、礼貌内容丰富多样，但它有自身的规律性，其基本的礼仪原则：一是敬人的原则；二是自律的原则，就是在交往过程中要克己、慎重、积极主动、自觉自愿、礼貌待人、表里如一，自我对照，自我反省，自我要求，自我检点，自我约束，不能妄自尊大，口是心非；三是适度的原则，适度得体，掌握分寸；四是真诚的原则，诚心诚意，以诚待人，不逢场作戏，言行不一。学生是学校工作的主体，因此，学生应具有的礼仪常识是学校礼仪教育重要的一部分。学生在课堂上、在活动中，在于教师和同学相处过程中都要遵守一定的礼仪。
课堂礼仪：遵守课堂纪律是学生最基本的礼貌。
　　(1)上课：上课的铃声一响，学生应端坐在教室里，恭候老师上课，当教师宣布上课时，全班应迅速肃立，向老师问好，待老师答礼后，方可坐下。学生应当准时到校上课，若因特殊情况，不得已在教师上课后进入教室，应先得到教师允许后，方可进入教室。
    (2)听讲：在课堂上，要认真听老师讲解，注意力集中，独立思考，重要的内容应做好笔记。当老师提问时，应该先举手，待老师点到你的名字时才可站起来回答，发言时，身体要立正，态度要落落大方，声音要清晰响亮，并且应当使用普通话。
    (3)下课：听到下课铃响时，若老师还未宣布下课，学生应当安心听讲，不要忙着收拾书本，或把桌子弄得乒乓作响，这是对老师的不尊重。下课时，全体同学仍需起立，与老师互道："再见"。待老师离开教室后，学生方可离开。
12．课程资源
12.1教材与参考书
教 材：
《数学物理方程讲义》(第三版),姜礼尚，陈亚浙，刘西垣，易法槐编, 高等教育出版社。
前苏州大学校长姜礼尚等编；曾获国家教委优秀教材奖；第一版是姜礼尚先生在北大时与陈亚浙、刘西垣合编；第二版是姜礼尚先生在苏大时改变；前苏大易法槐教授假如了编者的行列；第三版是姜礼尚先生在同济大学改编。
参考书：
   《数学物理方程》，复旦大学数学系主编。
   《数学物理方法》，Courant和Hilbert编（经典但较老）。
   《Partial Differential Equation》，Fritz John编。
12.2专业学术专著
(1) K.F.Riley, M.P.Hobson, S.J.Bence:《Mathematical Methods for Physics and Engineering: A Comprehensive Guide》
(2) Evans：《Partial differential equations》。
(3) Aleksei.A.Dezin:《Partial differential equations》，Springer-Verlag。
(4) L. Hormander：《Linear Partial Differential Operators》，I&II 
(5) Tyn Myint-U, Lokenath Debnath：《Linear Partial Differential Equations for Scientists and Engineers》

(6)柯朗、希尔伯特:《数学物理方法》(中文版)
12.3专业刊物
    《Journal of Functional Analysis》、《Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications》、《Applied Mathematics Letters》、《Journal of Mathematical Analysis and Applications》。
12.4网络课程资源
（1）数学物理方程 季孝达 中国科技大学 视频教程 精品课程
http://www.openke.net/show.php?id=1175
（2）数学物理方程 姚端正 武汉大学 公开课网
     http://www.openke.net/show.php?id=1863
（3）数学物理方程 吴崇试 北京大学 视频教程
http://v.dxsbb.com/ligong/788/
12.5课外阅读资源
(1) David Gilbarg：《Elliptic Partial Differential Equations of Second Order》
(2) Jeffrey Rauch：《Partial Differential Equations》
 (3) 吴崇试：《数学物理方法》

(4)武仁:《数学物理方法习题集》
(5)谷超豪、李大潜：《数学物理方程》
13．教学契约
13.1阅读课程实施大纲，理解其内容

13.2同意遵守课程实施大纲中阐述的标准和期望
14．其他说明

《数学物理方程》是高等院校数学与应用数学专业的一门专业基础课，是数学方法与物理现象相结合的一门学科。它的任务是使学生掌握用数学方法研究物理现象的基本思想，为后续专业课的学习奠定必要的数学知识，提升学生的数学物理素质，对学生将来进一步开展科学研究具有重要而深远的意义。
务必请同学们学好它，尤其是准备考研继续深造的同学：

1．树立目标,为之奋斗;

2．正确掌握三类方程的学习方法，多与任课教师和高年级同学沟通讨论，多复习我们学过的《常微分方程》、《数学分析》、《线性代数》等的相关内容；

3．独立完成作业，不懂则问；

4．作业书写要求过程严谨，字迹工整、清晰。

5．常预习和复习巩固。
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